
�áâã¯¨â¥«ì­ ï ®«¨¬¯¨ ¤ . 04.08.2010

1. �  ªàã£«ë¬ áâ®«®¬ á¨¤ïâ 2n ç¥«®¢¥ª: n ä¨§¨ª®¢ ¨ n å¨¬¨ª®¢, ¯à¨ç¥¬ ­¥ª®â®àë¥ ¨§ ­¨å ¢á¥£¤  £®¢®àïâ

¯à ¢¤ã,   ®áâ «ì­ë¥ ¢á¥£¤  «£ãâ. �§¢¥áâ­®, çâ® ª®«¨ç¥áâ¢® å¨¬¨ª®¢-«¦¥æ®¢ à ¢­® ª®«¨ç¥áâ¢ã ä¨§¨ª®¢-«¦¥æ®¢.

�  ¢®¯à®á: \�â® ¢ è á®á¥¤ á¯à ¢ ?" ¢á¥ á¨¤ïé¨¥ §  áâ®«®¬ ®â¢¥â¨«¨: \�¨¬¨ª". �®ª ¦¨â¥, çâ® n ç¥â­®.

2. � ª®¥ ­ ¨¡®«ìè¥¥ §­ ç¥­¨¥ ¬®¦¥â ¨¬¥âì à §­®áâì  à¨ä¬¥â¨ç¥áª®© ¯à®£à¥áá¨¨, áà¥¤¨ ç«¥­®¢ ª®â®à®© ¥áâì

ç¨á«  1
11
, 1
13
, 1
17
?

3. � áá¬®âà¨¬ ¢á¥ ¢®§¬®¦­ë¥ ­ ¡®àë ç¨á¥« ¨§ ¬­®¦¥áâ¢  f1; 2; : : : ; ng, ­¥ á®¤¥à¦ é¨¥ ¤¢ãå á®á¥¤­¨å ç¨á¥«.

�®ª ¦¨â¥, çâ® áã¬¬  ª¢ ¤à â®¢ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨© ç¨á¥« ¢ íâ¨å ­ ¡®à å à ¢­  (n+ 1)!� 1.

4. �®¦­® «¨ ª¢ ¤à â à §à¥§ âì ­  à ¢­®¡¥¤à¥­­ë¥ âà¥ã£®«ì­¨ª¨ á ã£«®¬ ¯à¨ ®á­®¢ ­¨¨ 75�?

5. �¢¥ ®ªàã¦­®áâ¨ á æ¥­âà ¬¨ O1 ¨ O2 ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ â®çª å A ¨ B. �ªàã¦­®áâì, ¯à®å®¤ïé ï ç¥à¥§ â®çª¨

O1, B ¨ O2 ¯¥à¥á¥ª ¥â ¢â®àãî ®ªàã¦­®áâì â ª¦¥ ¨ ¢ â®çª¥ P . �®ª ¦¨â¥, çâ® â®çª¨ O1, A ¨ P «¥¦ â ­  ®¤­®©

¯àï¬®©.

6. � ï§ëª¥ ¯«¥¬¥­¨ �àã-«ï-«ï á«®¢® | «î¡ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ¨§ 10 ­ã«¥© ¨ ¥¤¨­¨æ. �«®¢  áç¨â îâáï

á¨­®­¨¬ ¬¨, ¥á«¨ ®¤­® ¬®¦­® ¯®«ãç¨âì ¨§ ¤àã£®£® á¥à¨¥© á«¥¤ãîé¨å ®¯¥à æ¨©: ¬®¦­® ¢§ïâì ­¥áª®«ìª® ¯®¤àï¤

áâ®ïé¨å æ¨äà á ç¥â­®© áã¬¬®© ¨ ¯®áâ ¢¨âì ­  â® ¦¥ ¬¥áâ® ¢ ®¡à â­®¬ ¯®àï¤ª¥. �ª®«ìª® ¢ íâ®¬ ï§ëª¥ à §«¨ç­ëå

¯® á¬ëá«ã á«®¢?

7. � ­ âà¥ã£®«ì­¨ª ABC. �¥à¥¤¨­­ë© ¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïà ª AC ¯¥à¥á¥ª ¥â áâ®à®­ã BC ¢ â®çª¥ D. �àï¬ ï,

¯ à ««¥«ì­ ï AD, ¯¥à¥á¥ª ¥â áâ®à®­ã AC ¢ â®çª¥ E,   ¯àï¬ãî AB ¢ â®çª¥ F . �âà¥§ª¨ BE ¨ AD ¯¥à¥á¥ª îâáï

¢ â®çª¥ G. �®ª ¦¨â¥, çâ® AC { ¡¨áá¥ªâà¨á  ã£«  FCG.

8. k { ­ âãà «ì­®¥ ç¨á«®. �®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì fang § ¤ ­  ãá«®¢¨ï¬¨ a1 = k + 1; an+1 = a
2
n
� kan + k ¯à¨

¢á¥å n > 1. �®ª ¦¨â¥, çâ® «î¡ë¥ ¤¢  à §«¨ç­ëå ç«¥­  íâ®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ ¢§ ¨¬­® ¯à®áâë.

�¥à¨ï 1: ­¥çâ® áà¥¤­¥¥ ¬¥¦¤ã äã­ªæ¨®­ «ì­ë¬¨ ãà ¢­¥­¨ï¬¨ ¨ ª®¬¡¨­ â®à­®© £¥®¬¥âà¨¥©.

1. � ©¤¨â¥ ¢á¥ äã­ªæ¨¨ æ¥«®£®  à£ã¬¥­â  f(å), ª®â®àë¥ ¯à¨ «î¡ëå æ¥«ëå x ¨ y ã¤®¢«¥â¢®àïîâ á®®â­®è¥­¨î

f(x + y) + f(x � y) = f(3x).

2. �ãé¥áâ¢ã¥â «¨ äã­ªæ¨ï f : R! R, ã¤®¢«¥â¢®àïîé ï ¤«ï ¢á¥å x 2 R ­¥à ¢¥­áâ¢ã f(x2) � (f(x))2 > 1=4 ¨

­¥ ¯à¨­¨¬ îé ï ­¨ª ª®¥ §­ ç¥­¨¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ ¢ ®¤­®© â®çª¥?

3. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥á«¨ äã­ªæ¨ï R! R ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¤«ï ¢á¥å x; y 2 R ­¥à ¢¥­áâ¢ ¬ f(x) 6 x, f(x + y) 6

f(x) + f(y), â® á¯à ¢¥¤«¨¢® â®¦¤¥áâ¢® f(x) � x, x 2 R.
4. � ©¤¨â¥ ¢á¥ äã­ªæ¨¨  ) f : Z! Z, ¡) f : Q ! Q, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ ãá«®¢¨î f(1) = 2 ¨ â®¦¤¥áâ¢ã

f(xy) = f(x)f(y) � f(x + y) + 1 ¯à¨ ¢á¥å x ¨ y.

5. �£ãàæ®¢ ï à¥ª , ¯à®â¥ª îé ï ¢ �¢¥â®ç­®¬ £®à®¤¥, ¢ à ©®­¥ ¯à¨áâ ­¨ ¨¬¥¥â ­¥áª®«ìª® ®áâà®¢®¢, ®¡é¨©

¯¥à¨¬¥âà ª®â®àëå à ¢¥­ 8 ¬¥âà ¬. �­ ©ª  ãâ¢¥à¦¤ ¥â, çâ® ¬®¦­® ®âç «¨âì ­  «®¤ª¥ ®â ¯à¨áâ ­¨ ¨ ¯¥à¥¯à ¢¨âìáï

­  ¤àã£®© ¡¥à¥£, ¯à®¯«ë¢ ¬¥­¥¥ 3 ¬¥âà®¢. �¥à¥£  à¥ª¨ ¢ à ©®­¥ ¯à¨áâ ­¨ ¯ à ««¥«ì­ë,   è¨à¨­  ¥¥ à ¢­  1 ¬.

�à ¢ «¨ �­ ©ª ?

6. � ª¢ ¤à â¥ á® áâ®à®­®© 15 à á¯®«®¦¥­® 20 ¯®¯ à­® ­¥¯¥à¥á¥ª îé¨åáï ª¢ ¤à â¨ª®¢ á® áâ®à®­®© 1. �®-

ª ¦¨â¥, çâ® ¢ ¡®«ìè®¬ ª¢ ¤à â¥ ¬®¦­® à §¬¥áâ¨âì ªàã£ à ¤¨ãá  1 â ª, çâ®¡ë ®­ ­¥ ¯¥à¥á¥ª «áï ­¨ á ®¤­¨¬ ¨§

ª¢ ¤à â¨ª®¢.

7. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¨§ ®¤¨­ ª®¢ëå ¯«¨â®ª, ¨¬¥îé¨å ä®à¬ã à ¢­®¡¥¤à¥­­ëå âà ¯¥æ¨© á ®á­®¢ ­¨ï¬¨ 3 á¬, 1

á¬ ¨ ¢ëá®â®© 1 á¬, ­¥«ì§ï á®áâ ¢¨âì ¯àï¬®ã£®«ì­¨ª.

8. � ª¢ ¤à â¥ á® áâ®à®­®© 50 à á¯®«®¦¥­  «®¬ ­ ï. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥á«¨ à ááâ®ï­¨¥ ®â «î¡®© â®çª¨ ª¢ ¤à â 

å®âï ¡ë ¤® ®¤­®© â®çª¨ «®¬ ­®© ­¥ ¡®«ìè¥ 1, â® ¤«¨­  «®¬ ­®© ¡®«ìè¥ 1248.

�¥à¨ï 2: ¯®áâ ¢¨¬ ª®¬¡¨­ â®à­ãî £¥®¬¥âà¨î ­  á®«¨¤­ãî ¡ §ã!

1. �  ¯«®áª®áâ¨ ®â¬¥â¨«¨ 4000 â®ç¥ª, ­¨ª ª¨¥ 3 ¨§ ª®â®àëå ­¥ «¥¦ â ­  ®¤­®© ¯àï¬®©. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¬®¦­®

¯®áâà®¨âì 1000 ­¥¯¥à¥á¥ª îé¨åáï ç¥âëà¥åã£®«ì­¨ª®¢ (¢®§¬®¦­®, ­¥¢ë¯ãª«ëå) á ¢¥àè¨­ ¬¨ ¢ íâ¨å â®çª å.

2. � áá¬®âà¨¬ ¢á¥ âà¥ã£®«ì­¨ª¨ á ¢¥àè¨­ ¬¨ ¢ ¢¥àè¨­ å ¢ë¯ãª«®£® 2000-ã£®«ì­¨ª . �®ª ¦¨â¥, çâ® «î¡ ï

â®çª , ­¥ «¥¦ é ï ­  áâ®à®­ å âà¥ã£®«ì­¨ª®¢, ¯®ªàëâ  ç¥â­ë¬ ç¨á«®¬ âà¥ã£®«ì­¨ª®¢.

3. �à¥ã£®«ì­¨ª à §à¥§ ­ ­  ­¥áª®«ìª® ¢ë¯ãª«ëå ¬­®£®ã£®«ì­¨ª®¢. �®ª ¦¨â¥, çâ® áà¥¤¨ ­¨å ¬®¦­® ­ ©â¨

«¨¡® âà¥ã£®«ì­¨ª, «¨¡® ¤¢  ¬­®£®ã£®«ì­¨ª  á ®¤¨­ ª®¢ë¬ ç¨á«®¬ áâ®à®­.

4. �®ª ¦¨â¥, çâ®

 ) ¯à¨ ¯à®áâ®¬ p > 2 1 + 1
2
+ 1

3
+ : : :+ 1

p�1
� 0 (mod p);

¡) (â¥®à¥¬  �®«ìáâ¥­å®«ì¬ , 1862) ¯à¨ ¯à®áâ®¬ p > 3 1 + 1
2
+ 1

3
+ : : :+ 1

p�1
� 0 (mod p2).

5. � ©¤¨â¥ ¢á¥ ¯ àë (p; q) ¯à®áâëå ç¨á¥« â ª¨¥, çâ® ç¨á«® 2p � 1 ¤¥«¨âáï ­  q, ¨ áà¥¤¨ ¯à®áâëå ¤¥«¨â¥«¥©

ç¨á«  q � 1 ¨¬¥îâáï â®«ìª® ç¨á«  2, 3, 5 ¨ 7.

6. � ©¤¨â¥ å®âï ¡ë ®¤­ã ¯ àã æ¥«ëå ç¨á¥« (x; y) â ªãî, çâ® ç¨á«® (x + y)7 � x
7 � y

7 ¤¥«¨âáï ­  77,   ç¨á«®

(x+ y)xy ­¥ ¤¥«¨âáï ­  7.

7. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¢ ¢ë¯ãª«®¬ 2n-ã£®«ì­¨ª¥ ­ ©¤¥âáï ¤¨ £®­ «ì, ­¥ ¯ à ««¥«ì­ ï ­¨ ®¤­®© ¨§ áâ®à®­.

8. �¥áâì ªàã£®¢ ¨¬¥îâ ®¡éãî â®çªã. �®ª ¦¨â¥, çâ® å®âï ¡ë ®¤¨­ ¨§ ­¨å á®¤¥à¦¨â æ¥­âà ­¥ª®â®à®£® ¤àã£®£®

ªàã£ .

�¥à¨ï 3, á ¬­®£®ç«¥­ ¬¨.

1. �ëç¥âë a ¨ b ¯à¨­ ¤«¥¦ â ª ¯®ª § â¥«ï¬ k ¨ l ¯® ¯à®áâ®¬ã ¬®¤ã«î p.

 ) �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥á«¨ (k; l) = 1, â® ab ¯à¨­ ¤«¥¦¨â ª ¯®ª § â¥«î kl.

¡) �¥à­® «¨, çâ® ¯à¨ «î¡ëå k ¨ l ¢ëç¥â ab ¯à¨­ ¤«¥¦¨â ª ¯®ª § â¥«î [k; l]?



2.  ) �®ª ¦¨â¥, çâ® xp�1�1 � (x�1)(x�2) : : : (x� (p�1)) (mod p) (¨¬¥¥âáï ¢ ¢¨¤ã á®¢¯ ¤¥­¨¥ ¬­®£®ç«¥­®¢

modp, â® ¥áâì â®, çâ® á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ª®íää¨æ¨¥­âë «¥¢®© ¨ ¯à ¢®© ç áâ¥© áà ¢­¨¬ë modp.

¡) �ë¢¥¤¨â¥ ¨§ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï ¯. ) â¥®à¥¬ã �¨«ìá®­ : (p� 1)! � �1 (mod p) ¯à¨ ¯à®áâ®¬ p.

3. �¨á«® 76 ®¡« ¤ ¥â á«¥¤ãîé¨¬ á¢®©áâ¢®¬: ¯®á«¥¤­¨¥ ¤¢¥ æ¨äàë ç¨á«  762 = 5776 ¤ îâ á­®¢  76.

 ) � ©¤¨â¥ ¢á¥ âà¥å§­ ç­ë¥ ç¨á«  A â ª¨¥, ã ª®â®àëå ¯®á«¥¤­¨¥ âà¨ æ¨äàë ç¨á«  A2 á®áâ ¢«ïîâ ç¨á«® A.

¡) �ãé¥áâ¢ã¥â «¨ ¡¥áª®­¥ç­ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì æ¨äà a0, a1, a2, : : :â ª ï, çâ® ¤«ï «î¡®£® n ª¢ ¤à â § -

¯¨áë¢ ¥¬®£® ¨¬¨ ç¨á«  anan�1 : : : a2a1a0 ®ª ­ç¨¢ ¥âáï æ¨äà ¬¨ : : : anan�1 : : :a2a1a0? (�ç¥¢¨¤­ë¥ ®â¢¥âë a0 = 0

¨«¨ 1, ai = 0 ¯à¨ i > 1 ¨áª«îç ¥¬). �à®¢¥¤¨â¥ ¯®«­®¥ ¨áá«¥¤®¢ ­¨¥.

4. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¤«ï ª ¦¤®¬ ­ âãà «ì­®¬ n
P

16i1<i2<:::<ik6n

1
i1i2:::ik

= n, £¤¥ áã¬¬¨à®¢ ­¨¥ ¢¥¤¥âáï ¯® ¢á¥¬

¢®§¬®¦­ë¬ ­ ¡®à ¬ ç¨á¥« i1 < i2 < : : : < ik; k = 1; 2; : : : ; n, ¨§ ¬­®¦¥áâ¢  f1; 2; : : :;ng.
5. � ©¤¨â¥ ¢á¥ â ª¨¥ a ¨ b, ¯à¨ ª®â®àëå ¬­®£®ç«¥­ x4 + x

3 + 2x2 + ax+ b ï¢«ï¥âáï ¯®«­ë¬ ª¢ ¤à â®¬.

6. �­®¦¥áâ¢® æ¥«ëå ç¨á¥« â ª®¢®, çâ® à §­®áâì ¤¢ãå «î¡ëå ç¨á¥« ¨§ íâ®£® ¬­®¦¥áâ¢  â ª¦¥ ¯à¨­ ¤«¥¦¨â

¥¬ã. �¯¨è¨â¥ ¢á¥ â ª¨¥ ¬­®¦¥áâ¢ .

7. � ©¤¨â¥ ª®íää¨æ¨¥­âë ¯à¨ x17 ¨ x18 ¯®á«¥ à áªàëâ¨ï áª®¡®ª ¨ ¯à¨¢¥¤¥­¨ï ¯®¤®¡­ëå ç«¥­®¢ ¢ ¢ëà ¦¥­¨¨

(x7 + x
5 + 1)20.

8. � ª ª®£® ¨§ ¬­®£®ç«¥­®¢ (1 + x
2 � x

3)1000 ¨ (1� x
2 + x

3)1000 ¡®«ìè¨© ª®íää¨æ¨¥­â ¯à¨ x20?

�¥à¨ï 4(b): : : :¨ ª®¬¡¨­ â®à­ ï £¥®¬¥âà¨ï

1. �à¨ ª ª¨å n ¬­®£®ç«¥­ x2n + x
n + 1 ¤¥«¨âáï ­  x2 + x+ 1?

2. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¬­®£®ç«¥­ (x2 � x+ 1)100 + (x2 + x+ 1)100 ­¥ á®¤¥à¦¨â ­¥ç¥â­ëå áâ¥¯¥­¥© x.

3. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¬­®£®ç«¥­ 4x1000+3 ­¥«ì§ï ¯à¥¤áâ ¢¨âì ¢ ¢¨¤¥ áã¬¬ë ª¢ ¤à â®¢ âà¥å ¬­®£®ç«¥­®¢ á æ¥«ë¬¨

ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨.

4. P (x) ¨ Q(x) { ¬­®£®ç«¥­ë á ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨. �§¢¥áâ­®, çâ® ¬­®£®ç«¥­ P (x3) + xQ(x3)

¤¥«¨âáï ­  x3 � 1. �®ª ¦¨â¥, çâ® P (x) ¨ Q(x) ®¡  ¤¥«ïâáï ­  x� 1.

5. a, b, c, d | ­ âãà «ì­ë¥ ç¨á« , ab = cd.

 ) �®ª ¦¨â¥, çâ® áãé¥áâ¢ãîâ ­ âãà «ì­ë¥ ç¨á«  u1, v1, u2, v2, ¤«ï ª®â®àëå a = u1v1, b = u2v2, c = u1u2,

d = v1v2.

¡) �®ª ¦¨â¥, çâ® ç¨á«® a+ b+ c+ d | á®áâ ¢­®¥.

6. � ­ ¬­®£®ç«¥­ F á æ¥«ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ â ª®©, çâ® F (2) ¤¥«¨âáï ­  ¯ïâì,   F (5) ¤¥«¨âáï ­  ¤¢ .

�®ª ¦¨â¥, çâ® F (7) ¤¥«¨âáï ­  10.

7. � ­¥ª®â®à®¬ «¥áã à ááâ®ï­¨¥ ¬¥¦¤ã «î¡ë¬¨ ¤¢ã¬ï ¤¥à¥¢ìï¬¨ ­¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â à §­®áâ¨ ¨å ¢ëá®â. �á¥

¤¥à¥¢ìï ¨¬¥îâ ¢ëá®âã ­¥ ¡®«¥¥ 100 ¬. �®ª ¦¨â¥, çâ® «¥á ¬®¦­® ®¡­¥áâ¨ § ¡®à®¬ ¤«¨­®© 200 ¬.

8. �  ª®­£à¥áá á®¡à «¨áì ãç¥­ë¥, áà¥¤¨ ª®â®àëå ¥áâì ¤àã§ìï. �ª § «®áì, çâ® «î¡ë¥ ¤¢  ¨§ ­¨å, ¨¬¥îé¨¥

­  ª®­£à¥áá¥ à ¢­®¥ ç¨á«® ¤àã§¥©, ­¥ ¨¬¥îâ ®¡é¨å ¤àã§¥©. �®ª § âì, çâ® ­ ©¤¥âáï ãç¥­ë©, ª®â®àë© ¨¬¥¥â à®¢­®

®¤­®£® ¤àã£  ¨§ ç¨á«  ãç áâ­¨ª®¢ ª®­£à¥áá .

9. �  ¯«®áª®áâ¨ ¤ ­® ­¥áª®«ìª® ¢ë¯ãª«ëå ¬­®£®ã£®«ì­¨ª®¢, ª ¦¤ë¥ ¤¢  ¨§ ª®â®àëå ¨¬¥îâ ®¡éãî â®çªã.

�®ª ¦¨â¥, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â ¯àï¬ ï, ª®â®à ï ¯¥à¥á¥ª ¥â ¢á¥ íâ¨ ¬­®£®ã£®«ì­¨ª¨.

�¥à¨ï 5(b): ¬­®£®ç«¥­ë ­¥áª®«ìª¨å ¯¥à¥¬¥­­ëå ¨ ¥é¥ çãâì-çãâì ��.

1. �¥é¥áâ¢¥­­ë¥ ç¨á«  a, b, c â ª®¢ë, çâ® a+ b + c > 0, ab+ ac+ bc > 0, abc > 0. �®ª ¦¨â¥, çâ® ç¨á«  a, b, c

¯®«®¦¨â¥«ì­ë.

2. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¬­®£®ç«¥­ (x+ y + z)333 � x
333 � y

333 � z
333 ¤¥«¨âáï ­  (x+ y + z)3 � x

3 � y
3 � z

3.

3.  ) � ©¤¨â¥ ­ ¨¬¥­ìè¥¥ ¢®§¬®¦­®¥ §­ ç¥­¨¥ ¬­®£®ç«¥­  P (x; y) = 4 + x
2
y
4 + x

4
y
2 � 3x2y2.

¡) �®ª ¦¨â¥, çâ® íâ®â ¬­®£®ç«¥­ ­¥«ì§ï ¯à¥¤áâ ¢¨âì ¢ ¢¨¤¥ áã¬¬ë ª¢ ¤à â®¢ ¬­®£®ç«¥­®¢ ®â ¯¥à¥¬¥­­ëå x,

y.

4. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¯à®áâ®¥ ç¨á«® ­¥ ¬®¦¥â ¤¢ã¬ï à §«¨ç­ë¬¨ á¯®á®¡ ¬¨ ¯à¥¤áâ ¢«ïâìáï ¢ ¢¨¤¥ áã¬¬ë ¤¢ãå

ª¢ ¤à â®¢.

5. �®ª ¦¨â¥, çâ® «î¡®© ¢ë¯ãª«ë© ¬­®£®ã£®«ì­¨ª, ®â«¨ç­ë© ®â ¯ à ««¥«®£à ¬¬ , ¬®¦­® ¯®¬¥áâ¨âì ¢ âà¥-

ã£®«ì­¨ª, ®¡à §®¢ ­­ë© ¯à®¤®«¦¥­¨ï¬¨ ¥£® áâ®à®­.

6. � ª¢ ¤à â 1 � 1 ¯®¬¥é¥­ ¢ë¯ãª«ë© ¬­®£®ã£®«ì­¨ª ¯«®é ¤¨, ¡®«ìè¥© 1=2. �®ª ¦¨â¥, çâ® ®­ á®¤¥à¦¨â

æ¥­âà ª¢ ¤à â .

7. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¢ «î¡®¬ ª®­¥ç­®¬ ¬­®¦¥áâ¢¥ â®ç¥ª ¯«®áª®áâ¨ ­ ©¤¥âáï â®çª , ã ª®â®à®© ­¥ ¡®«¥¥ âà¥å

¡«¨¦ ©è¨å áà¥¤¨ â®ç¥ª íâ®£® ¬­®¦¥áâ¢ .

8. �¢ ¤à â 1 � 1 ¯®ªàëâ ª¢ ¤à â ¬¨ á® áâ®à®­ ¬¨, ¯ à ««¥«ì­ë¬¨ ¥£® áâ®à®­ ¬. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¨§ ­¨å

¬®¦­® ¢ë¡à âì ­¥áª®«ìª® ­¥¯¥à¥á¥ª îé¨åáï ª¢ ¤à â®¢, ¢¬¥áâ¥ ¯®ªàë¢ îé¨å ¯«®é ¤ì ­¥ ¬¥­¥¥ 1=9.

�¥à¨ï 6, á í«¥¬¥­â ¬¨ £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨å ­¥à ¢¥­áâ¢

1. �ãáâì f(x) 2 R[x] { ¬­®£®ç«¥­ ­ ¤ ª®«ìæ®¬ R. � §«®¦¨¬ ¬­®£®ç«¥­ f(x + h) 2 R[x; h] ¯® áâ¥¯¥­ï¬ h:

f(x + h) = f(x) + hf1(x) + h
2
f2(x) + : : :, ¨«¨ f(x + h) � f(x) + hf1(x) (mod h2). �à®¨§¢®¤­ ï ¬­®£®ç«¥­  f(x)

(®¡®§­ ç ¥âáï f
0(x)) { íâ® ¬­®£®ç«¥­ f1(x). �®ª ¦¨â¥, çâ®  ) (f + g)0 = f

0 + g
0; ¡) (fg)0 = f

0
g + fg

0; ¢) ¥á«¨

f(x) =
nP

k=0

akx
k, â® f 0(x) =

nP
k=0

kakx
k�1; £) ¥á«¨ � { ª®à¥­ì ¬­®£®ç«¥­  f ªà â­®áâ¨ k, â® � { ª®à¥­ì f 0 ªà â­®áâ¨

­¥ ¬¥­¥¥ k � 1.

2. �®ª § âì, çâ® ¬­®£®ç«¥­ x
200 � y200 + 1 ­¥«ì§ï ¯à¥¤áâ ¢¨âì ¢ ¢¨¤¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï ¬­®£®ç«¥­®¢ ®â ®¤­®£®

â®«ìª® x ¨ ®â ®¤­®£® â®«ìª® y, â.¥. ¢ ¢¨¤¥ f(x) � g(y).



3. �ãáâì P (x; y) { ¬­®£®ç«¥­ ¤¢ãå ¯¥à¥¬¥­­ëå. �§¢¥áâ­®, çâ®

 ) ¤«ï «î¡ëå x, y ¨ z ¨¬¥¥¬ P (x+ z; y + z) = P (x; y);

¡) ¤«ï «î¡ëå x ¨ y ¨¬¥¥¬ P (x+ 1; y + 1) = P (x; y).

�®ª ¦¨â¥, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â â ª®© ¬­®£®ç«¥­ ®¤­®© ¯¥à¥¬¥­­®© Q(z), çâ® ¤«ï «î¡ëå x ¨ y ¢ë¯®«­ï¥âáï à -

¢¥­áâ¢® P (x; y) = Q(x� y).

4. � ©¤¨â¥ ¢á¥ k, ¤«ï ª®â®àëå ¬­®£®ç«¥­ x3 + y
3 + z

3 � kxyz ¤¥«¨âáï ­  x+ y + z.

5. � â ¡«¨æã n � n § ¯¨á ­ë n
2 ç¨á¥«, áã¬¬  ª®â®àëå ­¥®âà¨æ â¥«ì­ . �®ª ¦¨â¥, çâ® ¬®¦­® ¯¥à¥áâ ¢¨âì

áâ®«¡æë â ª, çâ® áã¬¬  ç¨á¥« ¯® ¤¨ £®­ «¨, ¨¤ãé¥© ¨§ «¥¢®£® ­¨¦­¥£® ã£«  ¢ ¯à ¢ë© ¢¥àå­¨©, ¡ã¤¥â ­¥®âà¨æ -

â¥«ì­ .

6. M ¨ N { á¥à¥¤¨­ë áâ®à®­ AB ¨ CD ¢ë¯ãª«®£® ç¥âëà¥åã£®«ì­¨ª  ABCD. �®ª ¦¨â¥, çâ® MN 6 1
2
(BC +

AD).

7. �  ¡¥áª®­¥ç­®¬ ª«¥âç â®¬ «¨áâ¥ á® áâ®à®­®© ª«¥âª¨ 1 ¯®áâà®¥­ âà¥ã£®«ì­¨ª ABC á ¢¥àè¨­ ¬¨ ¢ ã§« å.

�®ª ¦¨â¥, çâ® ¥á«¨ AB > AC, â® AB �AC > 1=P , £¤¥ P { ¯¥à¨¬¥âà âà¥ã£®«ì­¨ª  ABC.

8. � ¢­®áâ®à®­­¨© âà¥ã£®«ì­¨ª á® áâ®à®­®© 2 ¯®ªàëâ ¯ïâìî ¬¥­ìè¨¬¨ à ¢­ë¬¨ à ¢­®áâ®à®­­¨¬¨ âà¥ã£®«ì-

­¨ª ¬¨. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¨å áâ®à®­ë ­¥ ¬¥­ìè¥ 1.

�¥à¨ï 7(b), á ¯à ¢¨«®¬ ªà ©­¥£®.

1. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¬­®£®ç«¥­ P (x) áâ¥¯¥­¨ n, ¯à¨­¨¬ îé¨© æ¥«ë¥ §­ ç¥­¨ï ¯à¨ x = 0; 1; : : : ; n, ¯à¨­¨¬ ¥â

æ¥«ë¥ §­ ç¥­¨ï ¯à¨ ¢á¥å æ¥«ëå x.

2. �­®£®ç«¥­ P (x) = anx
n+ : : :+a0 ¯à¨­¨¬ ¥â æ¥«ë¥ §­ ç¥­¨ï ¯à¨ ¢á¥å æ¥«ëå x. �®ª ¦¨â¥, çâ® n!an { æ¥«®¥

ç¨á«®.

3. �¥è¨â¥ ¢ æ¥«ëå ç¨á« å ãà ¢­¥­¨¥ (a+ b
p
3)4 + (c + d

p
3)4 = 1 +

p
3.

4.  ) �à¥åç«¥­ ax
2 + bx + c ¯à¨ ¢á¥å æ¥«ëå x ï¢«ï¥âáï ç¥â¢¥àâ®© áâ¥¯¥­ìî æ¥«®£® ç¨á« . �®ª ¦¨â¥, çâ®

a = b = 0.

¡) �à¥åç«¥­ ax
2 + bx+ c ¯à¨ ¢á¥å æ¥«ëå x ï¢«ï¥âáï â®ç­ë¬ ª¢ ¤à â®¬. �®ª § âì, çâ® â®£¤  ax2 + bx + c =

(dx+ e)2.

5. �  ¡¥áª®­¥ç­®© ª«¥âç â®© ¯«®áª®áâ¨ ­¥ª®â®àë¥ ª«¥âª¨ § ªà è¥­ë ¢ §¥«¥­ë© æ¢¥â. �®ª ¦¨â¥, çâ® ­ ©¤¥âáï

ª«¥âª , ã ª®â®à®©  ) ­¥ ¡®«¥¥ 2 §¥«¥­ëå á®á¥¤­¨å ª«¥â®ª, ¨¬¥îé¨å á ­¥© ®¡éãî áâ®à®­ã; ¡) ­¥ ¡®«¥¥ 4 §¥«¥­ëå

á®á¥¤­¨å ª«¥â®ª, ¨¬¥îé¨å á ­¥© å®âï ¡ë ®¤­ã ®¡éãî â®çªã.

6. �  ¯«®áª®áâ¨ à á¯®«®¦¥­ë n â®ç¥ª â ª, çâ® «î¡®© âà¥ã£®«ì­¨ª á ¢¥àè¨­ ¬¨ ¢ íâ¨å â®çª å ¨¬¥¥â ¯«®é ¤ì

­¥ ¡®«ìè¥ 1. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¢á¥ íâ¨ â®çª¨ ¬®¦­® ¯®¬¥áâ¨âì ¢ âà¥ã£®«ì­¨ª ¯«®é ¤¨ 4.

7. �àï¬®ã£®«ì­ ï â ¡«¨æ  ¨§ m áâà®ª ¨ n áâ®«¡æ®¢ § ¯®«­¥­  ç¨á« ¬¨. �¥à¥áâ ¢¨¬ ç¨á«  ¢ ª ¦¤®© áâà®ª¥ ¢

¯®àï¤ª¥ ¢®§à áâ ­¨ï. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥á«¨ ¯®á«¥ íâ®£® ¯¥à¥áâ ¢¨âì ç¨á«  ¢ ª ¦¤®¬ áâ®«¡æ¥ ¢ ¯®àï¤ª¥ ¢®§à áâ ­¨ï,

â® ¢ ª ¦¤®© áâà®ª¥ ®­¨ ¡ã¤ãâ ¯®-¯à¥¦­¥¬ã áâ®ïâì ¢ ¯®àï¤ª¥ ¢®§à áâ ­¨ï.

8. �  ¡¥áª®­¥ç­®¬ «¨áâ¥ ª«¥âç â®© ¡ã¬ £¨ N ª«¥â®ª ¢ëªà è¥­® ¢ ç¥à­ë© æ¢¥â. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¨§ «¨áâ 

¬®¦­® ¢ëà¥§ âì ª®­¥ç­®¥ ç¨á«® ª¢ ¤à â®¢ â ª, çâ® ¡ã¤ãâ ¢ë¯®«­¥­ë ¤¢  ãá«®¢¨ï:

1) ¢á¥ ç¥à­ë¥ ª«¥âª¨ ¡ã¤ãâ «¥¦ âì ¢ ¢ëà¥§ ­­ëå ª¢ ¤à â å;

2) ¢ «î¡®¬ ¢ëà¥§ ­­®¬ ª¢ ¤à â¥ K ¯«®é ¤ì ç¥à­ëå ª«¥â®ª á®áâ ¢¨â ­¥ ¬¥­¥¥ 1
5
¨ ­¥ ¡®«¥¥ 4

5
¯«®é ¤¨ K.

�¥à¨ï 8(b): ­ ©¤¨â¥ ­  ª àâ¨­ª¥ ª®¬¯«¥ªá­ë¥ ç¨á« .

1.  ) �®ª ¦¨â¥, çâ® ¬­®£®ç«¥­ Pn(x) =
x(x�1):::(x�n+1)

n!
¯à¨­¨¬ ¥â æ¥«ë¥ §­ ç¥­¨ï ¯à¨ ¢á¥å æ¥«ëå x.

¡) �®ª ¦¨â¥, çâ® ¬­®£®ç«¥­ P (x) = cnPn(x) + cn�1Pn�1(x) + : : : + c0P0(x), £¤¥ c0; c1; : : : ; cn { æ¥«ë¥ ç¨á« ,

¯à¨­¨¬ ¥â æ¥«ë¥ §­ ç¥­¨ï ¯à¨ ¢á¥å æ¥«ëå x.

¢) �®ª ¦¨â¥, çâ® ¢áïª¨© ¬­®£®ç«¥­ P (x) áâ¥¯¥­¨ n, ¯à¨­¨¬ îé¨© æ¥«ë¥ §­ ç¥­¨ï ¯à¨ ¢á¥å æ¥«ëå x, ¬®¦­®

¯à¥¤áâ ¢¨âì ¢ ¢¨¤¥ P (x) = cnPn(x) + cn�1Pn�1(x) + : : :+ c0P0(x), £¤¥ c0; c1; : : : ; cn { æ¥«ë¥ ç¨á« .

£) �®ª ¦¨â¥, çâ® ¬­®£®ç«¥­ P (x) áâ¥¯¥­¨ n, ¯à¨­¨¬ îé¨© æ¥«ë¥ §­ ç¥­¨ï ¯à¨ x = 0; 1; : : : ; n, ¯à¨­¨¬ ¥â

æ¥«ë¥ §­ ç¥­¨ï ¯à¨ ¢á¥å æ¥«ëå x.

¤) �®ª ¦¨â¥, çâ® ¬­®£®ç«¥­ P (x) áâ¥¯¥­¨ n, ¯à¨­¨¬ îé¨© æ¥«ë¥ §­ ç¥­¨ï ¢ n+ 1 ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­ëå æ¥«ëå

â®çª å, ¯à¨­¨¬ ¥â æ¥«ë¥ §­ ç¥­¨ï ¯à¨ ¢á¥å æ¥«ëå x.

2. �­®£®ç«¥­ P (x) ¨¬¥¥â å®âï ¡ë ®¤¨­ ª®à¥­ì,   ¬­®£®ç«¥­ P (P (x)) { ­¥â. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¢á¥ ª®à­¨ P (x)

®¤­®£® §­ ª .

3. �®çª¨, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ª®¬¯«¥ªá­ë¬ ç¨á« ¬ z1, z2, : : : , zn «¥¦ â ¢ ¢¥àè¨­ å ¢ë¯ãª«®£® n-ã£®«ì­¨ª .

�®ª ¦¨â¥, çâ® ¥á«¨ á¢ï§ ­ë á®®â­®è¥­¨¥¬ 1
z1�c

+ 1
z2�c

+: : :+ 1
zn�c

= 0, â® â®çª  c «¥¦¨â ¢­ãâà¨ íâ®£® n-ã£®«ì­¨ª .

4. �¥è¨â¥ á¨áâ¥¬ã ãà ¢­¥­¨© x+ 3x�y
x2+y2

= 3, y � x+3y
x2+y2

= 0.

5. �¥è¨â¥ á¨áâ¥¬ã ãà ¢­¥­¨© cos x+ cos y = cos�; sinx+ sin y = sin�.

6. �ë¯ãª«ë© ¬­®£®ã£®«ì­¨ª á ¯«®é ¤ìî S á®¤¥à¦¨âáï ¢ ª¢ ¤à â¥ á ¯«®é ¤ìî a
2. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¢­ãâà¨

¬­®£®ã£®«ì­¨ª  ¬®¦­® ¯®¬¥áâ¨âì ®âà¥§®ª ¤«¨­ë S=a.

7. �ë¯ãª«ë© 17-ã£®«ì­¨ª à §¡¨â ¤¨ £®­ «ï¬¨ ­  ¬¥­ìè¨¥ ¬­®£®ã£®«ì­¨ª¨. � ª®¥ ­ ¨¡®«ìè¥¥ ç¨á«® áâ®à®­

¬®¦¥â ®ª § âìáï ã ¬­®£®ã£®«ì­¨ª  à §¡¨¥­¨ï?

8. �¥à¨¬¥âà ¢ë¯ãª«®£® ç¥âëà¥åã£®«ì­¨ª  à ¢¥­ 4. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥£® ¯«®é ¤ì ­¥ ¡®«ìè¥ 1.

�¥à¨ï 9(b), ¯à® áã¬¬ë ª¢ ¤à â®¢

1. �¥è¨â¥ áà ¢­¥­¨¥ x4 + x
3 + x

2 + x+ 1 � 0 (mod 1987).

2. � âãà «ì­ë¥ ç¨á«  x, y ¨ z â ª®¢ë, çâ® xy = z
2 + 1. �®ª ¦¨â¥, çâ® áãé¥áâ¢ãîâ æ¥«ë¥ ç¨á«  a, b, c ¨ d

â ª¨¥, çâ® x = a
2 + b

2, y = c
2 + d

2 ¨ z = ac+ bd.



3. �¥è¨â¥ ¢ æ¥«ëå ç¨á« å ãà ¢­¥­¨¥ x2 + 4 = y
3.

4.  ) �ãáâì N { æ¥«®¥ à æ¨®­ «ì­®¥ ç¨á«®. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥£® à §«®¦¥­¨¥ ­  ¯à®áâë¥ £ ãáá®¢ë ¬­®¦¨â¥«¨

¨¬¥¥â ¢¨¤

N = p1p2 : : : pk�1�1�2�2 : : : �l�l;

£¤¥ p1, p2, : : : , pk { æ¥«ë¥ à æ¨®­ «ì­ë¥ ¯à®áâë¥,   �1 ¨ �1, �2 ¨ �2, : : : , �l ¨ �l { ¯ àë ª®¬¯«¥ªá­® á®¯àï¦¥­­ëå

¯à®áâëå £ ãáá®¢ëå ç¨á¥«.

¡) �®ª ¦¨â¥, çâ® à æ¨®­ «ì­®¥ ¯à®áâ®¥ ç¨á«® ¢¨¤  4k + 3 ï¢«ï¥âáï ¯à®áâë¬ ¨ ¢ Z[i].

¢) �®ª ¦¨â¥, çâ® ¤«ï «î¡®£® à æ¨®­ «ì­®£® ¯à®áâ®£® ç¨á«  p ¢¨¤  4k + 1 áãé¥áâ¢ã¥â £ ãáá®¢® ç¨á«® �, ­¥

ªà â­®¥ p ¨ â ª®¥, çâ® N� ¤¥«¨âáï ­  p.

£) �®ª ¦¨â¥, çâ® à æ¨®­ «ì­®¥ ¯à®áâ®¥ ç¨á«® ¢¨¤  4k + 1 à áª« ¤ë¢ ¥âáï ¢ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¤¢ãå ª®¬¯«¥ªá­®

á®¯àï¦¥­­ëå ¯à®áâëå £ ãáá®¢ëå ç¨á¥«: p = ��.

¤) �®ª ¦¨â¥, çâ® ­ âãà «ì­®¥ ç¨á«® ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥ áã¬¬ë ¤¢ãå ª¢ ¤à â®¢ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ ,

ª®£¤  ¢á¥ ¯à®áâë¥ ç¨á«  ¢¨¤  4k + 3 ¢å®¤ïâ ¢ ¥£® à §«®¦¥­¨¥ ­  ¯à®áâë¥ ¬­®¦¨â¥«¨ ¢ ç¥â­ëå áâ¥¯¥­ïå.

¥) �®ª ¦¨â¥, çâ® ç¨á«® à¥è¥­¨© ãà ¢­¥­¨ï x2 + y
2 = N ¢ æ¥«ëå ç¨á« å à ¢­® ãç¥â¢¥à¥­­®© à §­®áâ¨ ª®«¨-

ç¥áâ¢  ¤¥«¨â¥«¥© N ¢¨¤  4k+1 ¨ ª®«¨ç¥áâ¢  ¤¥«¨â¥«¥© N ¢¨¤  4k+ 3 (¢ ç áâ­®áâ¨, íâ® ®§­ ç ¥â, çâ® ª®«¨ç¥áâ¢®

¯¥à¢ëå ¢á¥£¤  ­¥ ¬¥­ìè¥ ª®«¨ç¥áâ¢  ¢â®àëå).

5. �§ ã£«  ¯àï¬®ã£®«ì­®£® ¡¨««¨ à¤  á æ¥«ë¬¨ áâ®à®­ ¬¨ ¯ãé¥­ è à ¯® ¡¨áá¥ªâà¨á¥ íâ®£® ã£« . �®ª ¦¨â¥,

çâ® ¯®á«¥ ­¥áª®«ìª¨å ®âà ¦¥­¨© (¯® § ª®­ã "ã£®« ¯ ¤¥­¨ï à ¢¥­ ã£«ã ®âà ¦¥­¨ï") è à á­®¢  ¯®¯ ¤¥â ¢ ®¤¨­ ¨§

ã£«®¢ ¡¨««¨ à¤ .

6. � ª«¥âª å â ¡«¨æë n� n à ááâ ¢«¥­ë « ¤ì¨. �§¢¥áâ­®, çâ®, ¥á«¨ ­  ª ª®©-­¨¡ã¤ì ª«¥âª¥ « ¤ì¨ ­¥â, â® ­ 

ª«¥âª å, áâ®ïé¨å ¯® ¢¥àâ¨ª «¨ ¨ ¯® £®à¨§®­â «¨, ª®â®àë¥ á®¤¥à¦ â íâã ª«¥âªã, áâ®¨â (¢á¥£®) ­¥ ¬¥­¥¥ n « ¤¥©.

�®ª ¦¨â¥, çâ® ®¡é¥¥ ç¨á«® « ¤¥© ¢ â ¡«¨æ¥ ­¥ ¬¥­¥¥ n
2

2
.

7. �à ¢¨«ì­ë© è¥áâ¨ã£®«ì­¨ª à §¡¨â ­  N à ¢­®¢¥«¨ª¨å ¯ à ««¥«®£à ¬¬®¢. �®ª ¦¨â¥, çâ® N ¤¥«¨âáï ­  3.

8. �â¥ª«® ¨¬¥¥â ä®à¬ã ª¢ ¤à â  ¯«®é ¤¨ 1. �  ®¡¥¨å áâ®à®­ å íâ®£® áâ¥ª«  ­ à¨á®¢ ­ë ª àâë, ¯® ¯ïâì

áâà ­ ­  ª ¦¤®© ª àâ¥. �âà ­ë ­  ®¤­®© áâ®à®­¥ áâ¥ª«  § ªà è¥­ë ¯ïâìî à §«¨ç­ë¬¨ ªà áª ¬¨. �à¥¡ã¥âáï

§ ªà á¨âì áâà ­ë ­  ¯à®â¨¢®¯®«®¦­®© áâ®à®­¥ áâ¥ª«  â¥¬¨ ¦¥ ¯ïâìî ªà áª ¬¨ â ª, çâ®¡ë:  ) à §­ë¥ áâà ­ë

¡ë«¨ § ªà è¥­ë à §­ë¬¨ ªà áª ¬¨; ¡) ®¡é ï ¯«®é ¤ì ãç áâª®¢ áâ¥ª« , ®ªà è¥­­ëå á ®¡¥¨å áâ®à®­ ¢ ®¤¨­ æ¢¥â,

¡ë«  ­¥ ¬¥­ìè¥ 1=5. �á¥£¤  «¨ íâ® ¬®¦­® á¤¥« âì?

�¥à¨ï 10(b), ¨­ä®à¬ â¨¢­ ï

1.  ) �¥è¥âª , ï¢«ïîé ïáï ¯®¤¬­®¦¥áâ¢®¬ à¥è¥âª¨ ¢á¥å ¢¥ªâ®à®¢ á æ¥«ë¬¨ ª®®à¤¨­ â ¬¨, ¢¬¥áâ¥ á ª ¦¤ë¬

á¢®¨¬ ¢¥ªâ®à®¬ á®¤¥à¦¨â ¢¥ªâ®à, ¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïà­ë© ¥¬ã ¨ à ¢­ë© ¥¬ã ¯® ¤«¨­¥. �®ª ¦¨â¥, çâ® íâ  à¥è¥âª 

¯®¤®¡­  à¥è¥âª¥ ¢á¥å æ¥«®ç¨á«¥­­ëå ¢¥ªâ®à®¢.

¡) � à¥è¥âª¨ �, ®á­®¢­ë¬ ¯ à ««¥«®£à ¬¬®¬ ª®â®à®© ï¢«ï¥âáï ¯àï¬®ã£®«ì­¨ª 1�p5, ¢ë¡à «¨ ¯®¤à¥è¥âªã,
ª®â®à ï ¢¬¥áâ¥ á ª ¦¤ë¬ á¢®¨¬ ¢¥ªâ®à®¬ á®¤¥à¦¨â ¢¥ªâ®à, ¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïà­ë© ¥¬ã ¨ ¯à¥¢®áå®¤ïé¨© ¥£® ¯® ¤«¨­¥

¢
p
5 à §. �¥à­® «¨, çâ® íâ  ¯®¤à¥è¥âª  ¯®¤®¡­  ¨áå®¤­®© à¥è¥âª¥?

2. �ãáâì p > 2 { ¯à®áâ®¥ ç¨á«®. �¥«¨ç¨­ã D = b
2�4ac ¬ë ­ §®¢¥¬ ¤¨áªà¨¬¨­ ­â®¬ áà ¢­¥­¨ï ax2+bx+c � 0

(mod p). �®ª ¦¨â¥, çâ® íâ® áà ¢­¥­¨¥

 ) ¯à¨ D � 0 (mod p) ¨¬¥¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­ë© ª®à¥­ì (¤¢®©­®©);

¡) ¯à¨
�
D

p

�
= 1 ¨¬¥¥â ¤¢  à §«¨ç­ëå ª®à­ï,   ¯à¨

�
D

p

�
= �1 ­¥ ¨¬¥¥â ª®à­¥©.

3. �®ª ¦¨â¥, çâ® áà ¢­¥­¨¥ x3 � a (mod p) ¯à¨ ¯à®áâ®¬ p ¨ a, ­¥ ªà â­®¬ p

 ) ¨¬¥¥â 0 ¨«¨ 3 à¥è¥­¨ï, ¥á«¨ p ¨¬¥¥â ¢¨¤ 6k + 1;

¡) ¨¬¥¥â 1 à¥è¥­¨¥, ¥á«¨ p ¨¬¥¥â ¢¨¤ 6k + 5.

4. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¯à®áâëå ç¨á¥« ¢¨¤  6k + 1 ¡¥áª®­¥ç­® ¬­®£®.

5. �ãáâì p = 8k + 1 { ¯à®áâ®¥ ç¨á«®. �®ª ¦¨â¥, çâ®:

 ) 2 � 4 � 6 � 8 � : : : � 8k � (�1)2k(4k)! (mod p);
¡) 2 { ª¢ ¤à â¨ç­ë© ¢ëç¥â modp.

6. A { ­¥ç¥â­®¥ ç¨á«®, X ¨ Y { ª®à­¨ ãà ¢­¥­¨ï t
2 + At � 1 = 0. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¯à¨ «î¡®¬ ­ âãà «ì­®¬ k

X
k + Y

k ¨ Xk+1 + Y
k+1 { æ¥«ë¥ ¢§ ¨¬­® ¯à®áâë¥ ç¨á« .

7. �®à®¤ �¨£¬ £à ¤ ¨¬¥¥â ä®à¬ã ª¢ ¤à â  á® áâ®à®­®© 5 ª¬. �«¨æë ¤¥«ïâ ¥£® ­  ª¢ àâ «ë, ï¢«ïîé¨¥áï

ª¢ ¤à â ¬¨ á® áâ®à®­®© 200 ¬. � ªãî ­ ¨¡®«ìèãî ¯«®é ¤ì ¬®¦­® ®¡®©â¨, ¯à®©¤ï ¯® ã«¨æ ¬ íâ®£® £®à®¤  10 ª¬

¨ ¢¥à­ã¢è¨áì ¢ ¨áå®¤­ãî â®çªã?

8. � ª®¥ ­ ¨¡®«ìè¥¥ ª®«¨ç¥áâ¢® â®ç¥ª ¬®¦­® à ááâ ¢¨âì ­  ®âà¥§ª¥ ¤«¨­ë 1 â ª, çâ®¡ë ­  «î¡®¬ ®âà¥§ª¥

¤«¨­ë d ®ª § «®áì ­¥ ¡®«¥¥ 1000d2+ 1 â®ç¥ª?

9. � ¦¤ ï ¢¥àè¨­  ¯àï¬®ã£®«ì­¨ª  P ¯®ªàëâ  ¯àï¬®ã£®«ì­®© á «ä¥âª®© á® áâ®à®­ ¬¨, ¯ à ««¥«ì­ë¬¨ áâ®-

à®­ ¬ P . �î¡ë¥ ¤¢¥ ¨§ íâ¨å á «ä¥â®ª ¯¥à¥ªàë¢ îâáï. �®ª ¦¨â¥, çâ® á «ä¥âª¨ ¯®ªàë¢ îâ ¢¥áì ¯àï¬®ã£®«ì­¨ª

P .

�¥à¨ï 11(b): ­¥¡®«ìè ï ¤®¡ ¢®ç­ ï

1. �ãáâì a, b, c, d { â ª¨¥ æ¥«ë¥ ç¨á« , çâ® á¨áâ¥¬  ãà ¢­¥­¨© ax+ by = m, cx+ dy = n ¯à¨ «î¡ëå æ¥«ëå m

¨ n ¨¬¥¥â à¥è¥­¨¥ ¢ æ¥«ëå ç¨á« å. �®ª ¦¨â¥, çâ® ad� bc = �1.
2. m

n
<
p
2 (m ¨ n { ­ âãà «ì­ë¥ ç¨á« ). �®ª ¦¨â¥, çâ® m

n
<
p
2
�
1� 1

4n2

�
.

3. � ¢ë¯ãª«®¬ è¥áâ¨ã£®«ì­¨ª¥ ¢á¥ ã£«ë à ¢­ë. �®ª ¦¨â¥, çâ® à §­®áâ¨ ¯à®â¨¢®¯®«®¦­ëå áâ®à®­ â ª®£®

è¥áâ¨ã£®«ì­¨ª  à ¢­ë ¬¥¦¤ã á®¡®©.



4. � ­ ¢ë¯ãª«ë© ¯ïâ¨ã£®«ì­¨ª, ¢á¥ ã£«ë ª®â®à®£® âã¯ë¥. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¢ ­¥¬ ­ ©¤ãâáï ¤¢¥ â ª¨¥ ¤¨ £®­ «¨,

çâ® ªàã£¨, ¯®áâà®¥­­ë¥ ­  ­¨å ª ª ­  ¤¨ ¬¥âà å, ¯®«­®áâìî ¯®ªà®îâ ¯ïâ¨ã£®«ì­¨ª.


