
� ¤ ç¨ �.-�¥â¥à¡ãà£áª®© «¥â­¥© èª®«ë 2008 £., áâ àè ï £àã¯¯  B

�áâã¯¨â¥«ì­ ï ®«¨¬¯¨ ¤ , 7  ¢£ãáâ  2008 £.

1. � ª®¥ ­ ¨¡®«ìè¥¥ ª®«¨ç¥áâ¢® ­ âãà «ì­ëå ç¨á¥« ¬®¦¥â áâ®ïâì ¢ àï¤, ¥á«¨ áã¬¬  «î¡ëå 17 ç¨á¥« ¯®¤àï¤

ç¥â­ ,   «î¡ëå 18 ç¨á¥« ¯®¤àï¤ { ­¥ç¥â­  ?

2. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¯à¨ «î¡ëå ¢¥é¥áâ¢¥­­ëå x; y; z ¢ë¯®«­ï¥âáï ­¥à ¢¥­áâ¢®

sinx cos y sin z + cosx sin y cos z 6 1:

3. �®çª  D | á¥à¥¤¨­  áâ®à®­ë AC âà¥ã£®«ì­¨ª  ABC, â®çª  F «¥¦¨â ­  áâ®à®­¥ BC. �âà¥§ª¨ AF ¨ BD

¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ â®çª¥ E, ¨ AE = BC. �®ª ¦¨â¥, çâ® BF = EF .

4. �  è å¬ â­®© ¤®áª¥ áâ®ïâ ­¥áª®«ìª® ¯¥è¥ª. �®ª ¦¨â¥, çâ® ­ ©¤¥âáï \ªà¥áâ", ¢ ª®â®à®¬ áâ®¨â ­¥ç¥â­®¥

ç¨á«® ¯¥è¥ª. (�à¥áâ®¬ ¬ë ­ §ë¢ ¥¬ ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥ ¢¥àâ¨ª «¨ ¨ £®à¨§®­â «¨.)

5. � áâà ­¥ 2008 £®à®¤®¢. � ¦¤ë© £®à®¤ á¢ï§ ­  ¢¨ «¨­¨ï¬¨ á ­¥ª®â®àë¬¨ ¤àã£¨¬¨, ¯à¨ç¥¬ ¤«ï ª ¦¤®£®

£®à®¤  ç¨á«® ¨áå®¤ïé¨å ¨§ ­¥£®  ¢¨ «¨­¨© ¥áâì áâ¥¯¥­ì ¤¢®©ª¨ (1, 2, 4, 8, : : : ). �«ï ª ¦¤®£® £®à®¤  áâ â¨áâ¨ª ¯®¤-

áç¨â « ª®«¨ç¥áâ¢® ¬ àèàãâ®¢ ¨§ íâ®£® £®à®¤  ¢ ¤àã£¨¥ £®à®¤ , ¨¬¥îé¨å ­¥ ¡®«ìè¥ ®¤­®© ¯¥à¥á ¤ª¨. �®ª ¦¨â¥,

çâ® áã¬¬  ¢á¥å ¯®«ãç¥­­ëå ç¨á¥« ­¥ ¬®¦¥â ¡ëâì à ¢­  2000000.

�ë¢®¤­ë¥ § ¤ ç¨

6. �ªàã¦­®áâì ¯à®å®¤¨â ç¥à¥§ ¢¥àè¨­ë A ¨ C ®áâà®ã£®«ì­®£® âà¥ã£®«ì­¨ª  ABC ¨ ¯¥à¥á¥ª ¥â áâ®à®­ë

AB ¨ BC ¢ â®çª å D ¨ E. �®çª¨ D1 ¨ E1 á¨¬¬¥âà¨ç­ë â®çª ¬ D ¨ E á®®â¢¥âáâ¢¥­­® ®â­®á¨â¥«ì­® ®á­®¢ ­¨ï

¢ëá®âë âà¥ã£®«ì­¨ª , ®¯ãé¥­­®© ­  áâ®à®­ã AC. �àï¬ë¥ CD1 ¨ AE1 ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ â®çª¥ K. �®ª ¦¨â¥, çâ®

\AKC = \ABC.

7. � ©¤¨â¥ ¢á¥ ¯ àë ¯à®áâëå ç¨á¥« p ¨ q â ª¨¥, çâ® p2 � p+ 1 = q
3.

8. �  ®áâà®¢¥ ¦¨¢ãâ 90 àëæ à¥© ¨ 10 ­®à¬ «ì­ëå «î¤¥©. �ëæ à¨ ¢á¥£¤  £®¢®àïâ ¯à ¢¤ã,   ­®à¬ «ì­ë¥ «î¤¨

¬®£ãâ £®¢®à¨âì ª ª ¯à ¢¤ã, â ª ¨ «®¦ì. � §à¥è ¥âáï ¢ë¡à âì «î¡®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ¦¨â¥«¥© ®áâà®¢  ¨ á¯à®á¨âì «î¡®-

£®  ¡®à¨£¥­ , ¥áâì «¨ ¢ íâ®¬ ¬­®¦¥áâ¢¥ ­®à¬ «ì­ë¥ «î¤¨. �®ª ¦¨â¥, çâ® §  10 ¢®¯à®á®¢ ¬®¦­® £ à ­â¨à®¢ ­­®

­ ©â¨ å®âï ¡ë ®¤­®£® àëæ àï.

�¥à¨ï 1b, à §¬¨­®ç­ ï

1 (�«-6). �ªàã¦­®áâì ¯à®å®¤¨â ç¥à¥§ ¢¥àè¨­ë A ¨ C ®áâà®ã£®«ì­®£® âà¥ã£®«ì­¨ª  ABC ¨ ¯¥à¥á¥ª ¥â áâ®à®­ë

AB ¨ BC ¢ â®çª å D ¨ E. �®çª¨ D1 ¨ E1 á¨¬¬¥âà¨ç­ë â®çª ¬ D ¨ E á®®â¢¥âáâ¢¥­­® ®â­®á¨â¥«ì­® ®á­®¢ ­¨ï

¢ëá®âë âà¥ã£®«ì­¨ª , ®¯ãé¥­­®© ­  áâ®à®­ã AC. �àï¬ë¥ CD1 ¨ AE1 ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ â®çª¥ K. �®ª ¦¨â¥, çâ®

\AKC = \ABC.

2 (�«-7). � ©¤¨â¥ ¢á¥ ¯ àë ¯à®áâëå ç¨á¥« p ¨ q â ª¨¥, çâ® p2 � p+ 1 = q
3.

3 (�«-8). �  ®áâà®¢¥ ¦¨¢ãâ 90 àëæ à¥© ¨ 10 ­®à¬ «ì­ëå «î¤¥©. �ëæ à¨ ¢á¥£¤  £®¢®àïâ ¯à ¢¤ã,   ­®à¬ «ì-

­ë¥ «î¤¨ ¬®£ãâ £®¢®à¨âì ª ª ¯à ¢¤ã, â ª ¨ «®¦ì. � §à¥è ¥âáï ¢ë¡à âì «î¡®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ¦¨â¥«¥© ®áâà®¢  ¨

á¯à®á¨âì «î¡®£®  ¡®à¨£¥­ , ¥áâì «¨ ¢ íâ®¬ ¬­®¦¥áâ¢¥ ­®à¬ «ì­ë¥ «î¤¨. �®ª ¦¨â¥, çâ® §  10 ¢®¯à®á®¢ ¬®¦­®

£ à ­â¨à®¢ ­­® ­ ©â¨ å®âï ¡ë ®¤­®£® àëæ àï.

4. � ­ë ­ âãà «ì­®¥ ç¨á«® k ¨ ¬­®£®ç«¥­ë P (x) ¨ Q(x) á æ¥«ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨. �§¢¥áâ­®, çâ® ¯à¨ «î¡®¬

æ¥«®¬ x ç¨á«® P (Q(x))� x ¤¥«¨âáï ­  k. �®ª ¦¨â¥, çâ® ç¨á«® Q(P (x))� x â®¦¥ ¤¥«¨âáï ­  k ¯à¨ «î¡®¬ æ¥«®¬

x.

5. �  áâ®à®­ å AB, BC ¨ AC ®áâà®ã£®«ì­®£® âà¥ã£®«ì­¨ª  ABC ¢ë¡à ­ë â®çª¨ C0, A0 ¨ B
0 á®®â¢¥âáâ¢¥­­®

â ª, çâ® âà¥ã£®«ì­¨ª¨ ABC ¨ A
0
B
0
C
0 á®®â¢¥âáâ¢¥­­® ¯®¤®¡­ë. �®ª ¦¨â¥, çâ® ®àâ®æ¥­âà âà¥ã£®«ì­¨ª  A

0
B
0
C
0

á®¢¯ ¤ ¥â á æ¥­âà®¬ ®¯¨á ­­®© ®ªàã¦­®áâ¨ âà¥ã£®«ì­¨ª  ABC.

6. �  ¯àï¬®© ¤ ­ë ¤¢  ®âà¥§ª . � ©¤¨â¥ £¥®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ¬¥áâ® â®ç¥ª, ¨§ ª®â®àëå ®­¨ ¢¨¤­ë ¯®¤ à ¢­ë¬¨

ã£« ¬¨.

7.  ) �®ª ¦¨â¥, çâ® 2x3 + y
3 > 3x2y ¤«ï ¢á¥å x; y > 0.

¡) � ª®¥ ­ ¨¬¥­ìè¥¥ §­ ç¥­¨¥ ¯à¨­¨¬ ¥â ¢ëà ¦¥­¨¥ x
6+y6+z6

x3y2z
¯à¨ x; y; z > 0?

8. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¬­®£®ç«¥­ ¢¨¤  ax
10 � ax

9 + bx
8 + cx

7 + : : : + kx � k

100
­¥ ¬®¦¥â ¨¬¥âì 10 à §«¨ç­ëå

¯®«®¦¨â¥«ì­ëå ª®à­¥©.

9. � áá¬®âà¨¬ ¬­à®¦¥áâ¢® ¢á¥å ®£à ­¨ç¥­­ëå äã­ªæ¨© ¨§ R ¢ R á® á«¥¤ãîé¨¬ à ááâ®ï­¨¥¬: d(f; g) =

supfjf(x) � g(x)jg. �®ª ¦¨â¥, çâ® íâ® ¬¥âà¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®.
�¥à¨ï 2b, ¬­®£®ç«¥­­®-¯®¤®¡­ ï

0. (�®áâà®¥­¨¥ æ¥­âà  ¯®¤®¡¨ï) � ­ë â®çª¨ A ¨ B ¨ ¨å ®¡à §ë ¯à¨ ¯®¤®¡¨¨ ¯¥à¢®£® (¢â®à®£®) à®¤  A1 ¨

B1. �âà®¨¬ ­  ®âà¥§ª¥ AB ª¢ ¤à â ABCD ¨ ­  ®âà¥§ª¥ A1B1 â®ç­® â ª¦¥ (¯à®â¨¢®¯®«®¦­®) ®à¨¥­â¨à®¢ ­­ë©

ª¢ ¤à â A1B1C1D1. �®çª¨ P , Q, R, S { â®çª¨ ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï ¯àï¬ëå AB ¨ A1B1, BC ¨ B1C1, CD ¨ C1D1, AD ¨

A1D1 á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. �àï¬ë¥ PR ¨ QS ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ â®çª¥ O. �®ª ¦¨â¥, çâ® O { æ¥­âà § ¤ ­­®£® ¯®¤®¡¨ï.

1.  ) (� ¤ ç  � ­ìï­®) �¯¨è¨â¥ ¢ ¤ ­­ë© âà¥ã£®«ì­¨ª ABC âà¥ã£®«ì­¨ª ­ ¨¬¥­ìè¥£® ¯¥à¨¬¥âà .

¡) ABCD { ¢¯¨á ­­ë© ç¥âëà¥åã£®«ì­¨ª. �¯¨è¨â¥ ¢ ­¥£® ç¥âëà¥åã£®«ì­¨ª ­ ¨¬¥­ìè¥£® ¯¥à¨¬¥âà . �®ª -

¦¨â¥, çâ® ¤ ­­ ï § ¤ ç  § ¤ ç  ¨¬¥¥â ¡¥áª®­¥ç­® ¬­®£® à¥è¥­¨©.

¢) � ­ (2n+ 1)-ã£®«ì­¨ª. �¯¨è¨â¥ ¢ ­¥£® (2n+ 1)-ã£®«ì­¨ª ­ ¨¬¥­ìè¥£® ¯¥à¨¬¥âà .

2.  ) �§ â®çª¨ M ª ¤ ­­®© ®ªàã¦­®áâ¨ ¯à®¢¥¤¥­ë ¤¢¥ á¥ªãé¨¥, ¯¥à¥á¥ª îé¨¥ ¥¥ á®®â¢¥âáâ¢¥­­® ¢ â®çª å A,

B ¨ C, D. �¯¨è¨â¥ ¢á¥ ¯®¤®¡¨ï ¢â®à®£® à®¤ , ®â®¡à ¦ îé¨¥ ®âà¥§®ª AB ­  ®âà¥§®ª CD.

¡) � ­ë ¤¢¥ ­¥à ¢­ë¥ ®ªàã¦­®áâ¨ á à §­ë¬¨ æ¥­âà ¬¨. �¯¨è¨â¥ ¢á¥ ¯®¤®¡¨ï, ®âà ¦ îé¨¥ ®¤­ã ¨§ ­¨å ­ 

¤àã£ãî.



3. �¥à¥¤¨­­ë© ¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïà ª áâ®à®­¥ AC âà¥ã£®«ì­¨ª  ABC ¯¥à¥á¥ª ¥â áâ®à®­ã BC ¢ â®çª¥ M . �¨á-

á¥ªâà¨á  ã£«  AMB ¯¥à¥á¥ª ¥â ®¯¨á ­­ãî ®ªàã¦­®áâì âà¥ã£®«ì­¨ª  ABC ¢ â®çª¥ K. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¯àï¬ ï,

¯à®å®¤ïé ï ç¥à¥§ æ¥­âàë ¢¯¨á ­­ëå ®ªàã¦­®áâ¥© âà¥ã£®«ì­¨ª®¢ AKM ¨ BKM , ¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïà­  ¡¨áá¥ªâà¨á¥

ã£«  AKB.

4. � ­ ¯ à ««¥«®£à ¬¬ ABCD. �à®¨§¢®«ì­ ï ¯àï¬ ï ¯¥à¥á¥ª ¥â «ãç¨ AB, AC, AD á®®â¢¥âáâ¢¥­­® ¢ â®çª å

P , Q, R. �®ª ¦¨â¥, çâ® AB

AP
+ AD

AR
= AC

AQ
.

5. �ãáâì P { ¬­®£®ç«¥­ á æ¥«ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨. �§¢¥áâ­®, çâ® ãà ¢­¥­¨ï P (x) = 1, P (x) = 2 ¨¬¥îâ

æ¥«ë¥ ª®à­¨. �®¦¥â «¨ ãà ¢­¥­¨¥ P (x) = 2 ¨¬¥âì ¤¢  æ¥«ëå ª®à­ï?

6. �ãáâì P { ¬­®£®ç«¥­ á æ¥«ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥­¨â ¬¨. �§¢¥áâ­®, çâ® ¯à¨ ª ¦¤®¬ n = 1; 2; : : : ; 2008 §­ ç¥­¨¥

P (n) { âà¥å§­ ç­®¥ ­ âãà «ì­®¥ ç¨á«®. �®ª ¦¨â¥, çâ® P ­¥ ¨¬¥¥â æ¥«ëå ª®à­¥©.

7. �­®£®ç«¥­ f è¥áâ®© áâ¥¯¥­¨ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â à ¢¥­áâ¢ ¬ f(29) = f(�29), f(239) = f(�239), f 0(0) = 0.

�®ª ¦¨â¥, çâ® f { ç¥â­ ï äã­ªæ¨ï.

8. � ©¤¨â¥ ¢á¥ ¬­®£®ç«¥­ë P , ¯à¨ ¢á¥å ¢¥é¥áâ¢¥­­ëå x ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ ãá«®¢¨î (x�1)P (x+1)� (x+2)P (x).

�¥à¨ï 3b, á®¤¥à¦ é ï ¢ ¦­ë¥ ¨¤¥¨

0. �¥à¥§ â®çªã X ¯à®¢¥«¨ ¯àï¬ë¥, ¯ à ««¥«ì­ë¥ áâ®à®­ ¬ AC ¨ BC âà¥ã£®«ì­¨ª  ABC, ¯¥à¥á¥ª îé¨¥

áâ®à®­ã AB¢ â®çª å K ¨ L á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¡ à¨æ¥­âà¨ç¥áª¨¥ ª®®à¤¨­ âë â®çª¨ B à ¢­ë (BL :

AK : LK).

1. �  áâ®à®­ å AD ¨ DC ¢ë¯ãª«®£® ç¥âëà¥åã£®«ì­¨ª  ABCD ¢§ïâë â®çª¨ P ¨ Q â ª, çâ® \ABP = \CBQ.

�âà¥§ª¨ AQ ¨ CP ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ â®çª¥ E. �®ª ¦¨â¥, çâ® \ABE = \CBD.

2. � ­ âà¥ã£®«ì­¨ª ABC. �¥à¥§ â®çªã X, «¥¦ éãî ¢­ãâà¨ ­¥£®, ¯à®¢®¤¨âáï ®âà¥§®ª cX , ¯ à ««¥«ì­ë© AB,

á ª®­æ ¬¨ ­  áâ®à®­ å AC ¨ BC, ¨ ®âà¥§®ª bX , ¯ à ««¥«ì­ë© AC, á ª®­æ ¬¨ ­  áâ®à®­ å AB ¨ CB. �®ª ¦¨â¥,

çâ® ¢á¥ â®çª¨ X, ¤«ï ª®â®àëå ¤«¨­ë ®âà¥§ª®¢ bX ¨ cX à ¢­ë, «¥¦ â ­  ®¤­®© ¯àï¬®©.

3. AB { å®à¤  ®ªàã¦­®áâ¨ S. �ªàã¦­®áâ¨ S1 ¨ S2 ª á îâáï ®ªàã¦­®áâ¨ S ¢ â®çª å P ¨ Q á®®â¢¥âáâ¢¥­­® ¨

®âà¥§ª  AB ¢ â®çª¥ K. �ª § «®áì, çâ® \PBA = \QBA. �®ª ¦¨â¥, çâ® AB { ¤¨ ¬¥âà ®ªàã¦­®áâ¨ S.

4. � §«¨ç­ë¥ ¯à®áâë¥ ç¨á«  p ¨ q â ª®¢ë, çâ® ¯à¨ ­¥ª®â®à®¬ æ¥«®¬ k > 2 ç¨á«® p
2 + kpq + q

2 { â®ç­ë©

ª¢ ¤à â. �®ª ¦¨â¥, çâ® (p� 2)(q � 2) 6 k + 2.

5. �ãáâì p; q | ¯à®áâë¥ ç¨á« , q > 5. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥á«¨ ç¨á«® 2p + 3p ªà â­® q, â® q > p.

6. �ãáâì P (x) | ¬­®£®ç«¥­ á æ¥«ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨, P (x) > 0 ¯à¨ x > 0. �®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì a0, a1, a2,

: : : § ¤ ­  á®®â­®è¥­¨ï¬¨ a0 = 0 ¨ an = P (an�1) ¯à¨ n > 1. �®ª ¦¨â¥, çâ®

a) a(n;m) = (an; am);

¡) an+1an+2 : : :an+k
... a1a2 : : :ak ¤«ï «î¡ëå ­ âãà «ì­ëå n; k.

7.  ) �ãáâì f { ¬­®£®ç«¥­ á æ¥«ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨. �§¢¥áâ­®, çâ® ãà ¢­¥­¨¥ f(x) = x ­¥ ¨¬¥¥â à¥è¥­¨© ¢

æ¥«ëå ç¨á« å. �®ª ¦¨â¥, çâ® ãà ¢­¥­¨¥ f(f(f(x))) = x â®¦¥ ­¥ ¨¬¥¥â à¥è¥­¨© ¢ æ¥«ëå ç¨á« å.

¡) �ãáâì f { ¬­®£®ç«¥­ á ¢¥é¥áâ¢¥­­ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨. �§¢¥áâ­®, çâ® ãà ¢­¥­¨¥ f(x) = x ­¥ ¨¬¥¥â

à¥è¥­¨© ¢ ¢¥é¥áâ¢¥­­ëå ç¨á« å. �®ª ¦¨â¥, çâ® ãà ¢­¥­¨¥ f(f(f(x))) = x â®¦¥ ­¥ ¨¬¥¥â à¥è¥­¨© ¢ ¢¥é¥áâ¢¥­­ëå

ç¨á« å.

8. �ãáâì a; b; c; d > 0. �®ª ¦¨â¥ ­¥à ¢¥­áâ¢®

 ) a

b+c+d
+ b

c+d+a
+ c

d+a+b
+ d

a+b+c
> 4

3
;

¡) a

b+2c+3d
+ b

c+2d+3a
+ c

d+2a+3b
+ d

a+2b+3c
> 2

3
.

�¥à¨ï 4b, ã¤«¨­¥­­ ï ¨§-§  ¢ëå®¤­®£®

0. �ªàã¦­®áâì �¯®««®­¨ï. � ­ë ¤¢¥ â®çª¨ A ¨ B. �®ª ¦¨â¥, çâ® £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨¬ ¬¥áâ®¬ â®ç¥ª X, ¤«ï

ª®â®àëå AX : BX = k, £¤¥ k { ª®­áâ ­â , ­¥ à ¢­ ï 1, ï¢«ï¥âáï ®ªàã¦­®áâì.

1.  ) �ãáâì f { ­¥¯à¥àë¢­ ï äã­ªæ¨ï, ¯à¨ç¥¬ f(f(f(x))) = x. �®ª ¦¨â¥, çâ® f(x) = x ¯à¨ ¢á¥å ¢¥é¥áâ¢¥­­ëå

x.

¡) ¢¥à­® «¨ íâ® ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ¤«ï à §àë¢­®© äã­ªæ¨¨?

¢) �ãáâì ­¥¯à¥àë¢­ë¥ äã­ªæ¨¨ f(x) ¨ g(x) ã¤®¢«¥â¢®àïîâ â®¦¤¥áâ¢ã f(g(x)) � g(f(x)) ¯à¨ ¢á¥å ¢¥é¥áâ¢¥­­ëå

x. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥á«¨ ãà ¢­¥­¨¥ f(x) = g(x) ­¥ ¨¬¥¥â ª®à­¥©, â® ¨å ­¥ ¨¬¥¥â ¨ ãà ¢­¥­¨¥ f(f(x)) = g(g(x))

2. �ãáâì A1, B1 ¨ C1 { ¯à®¥ªæ¨¨ â®çª¨ �¥¬ã ­  K ­  áâ®à®­ë âà¥ã£®«ì­¨ª  ABC.

 ) �®ª ¦¨â¥, çâ® K {æ¥­âà®¨¤ âà¥ã£®«ì­¨ª  A1B1C1.

¡) �®ª ¦¨â¥, çâ® ¬¥¤¨ ­  AM âà¥ã£®«ì­¨ª  ABC ¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïà­  ¯àï¬®© B1C1.

3. (� âà¨¦¤ë ¯¥àá¯¥ªâ¨¢­ëå âà¥ã£®«ì­¨ª å) � ­ë ¤¢  âà¥ã£®«ì­¨ª  ABC ¨ A1B1C1. �§¢¥áâ­®, çâ® ¯àï¬ë¥

AA1, BB1 ¨ CC1 ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ â®çª¥ O, ¯àï¬ë¥ AA1, BC1 ¨ B1C ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ â®çª¥ O1, ¯àï¬ë¥ AC1, A1C

¨ BB1 ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ â®çª¥ O2. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¯àï¬ë¥ AB1, A1B ¨ CC1 ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ ®¤­®© â®çª¥ O3.

4. �  ®á­®¢ ­¨¨ AC âà¥ã£®«ì­¨ª  ABC ¢§ïâë â®çª¨ M ¨ N â ª, çâ® à ¤¨ãáë ®ªàã¦­®áâ¥©, ¢¯¨á ­­ëå ¢

âà¥ã£®«ì­¨ª¨ ABM ¨ CBN , à ¢­ë. �®ª ¦¨â¥, çâ® à ¤¨ãáë ®ªàã¦­®áâ¥©, ¢¯¨á ­­ëå ¢ âà¥ã£®«ì­¨ª¨ ABN ¨

CBM , â ª¦¥ à ¢­ë.

5. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¤«ï «î¡®£® ¬­®£®ç«¥­  P (x) 6= x ¬­®£®ç«¥­ Qn(x) = P (P (P (: : :(x)))) � x (ª®¬¯®§¨æ¨ï

¡¥à¥âáï n à §) ¤¥«¨âáï ­  Q1(x) = P (x)� x.

6. � n-í«¥¬¥­â­®¬ ¬­®¦¥áâ¢¥ ¢ë¡à ­® 2n�1 à §«¨ç­ëå ¯®¤¬­®¦¥áâ¢, «î¡ë¥ âà¨ ¨§ ª®â®àëå ¨¬¥îâ ­¥¯ãáâ®¥

¯¥à¥á¥ç¥­¨¥. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¢á¥ íâ¨ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  ¨¬¥îâ ­¥¯ãáâ®¥ ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥.

7. � ­® n à §«¨ç­ëå ­ âãà «ì­ëå ç¨á¥«. �  ¤®áªã ¢ë¯¨á «¨ ¢á¥ ¨å ¯®¯ à­ë¥ ­ ¨¡®«ìè¨¥ ®¡é¨¥ ¤¥«¨â¥«¨

¨ ­ ¨¬¥­ìè¨¥ ®¡é¨¥ ªà â­ë¥. �®ª ¦¨â¥, çâ® áà¥¤¨ ¢ë¯¨á ­­ëå ç¨á¥« ¥áâì ­¥ ¬¥­¥¥ n à §«¨ç­ëå.



8. � à  à §«¨ç­ëå ­ âãà «ì­ëå ç¨á¥« ­ §ë¢ ¥âáï å®à®è¥©, ¥á«¨ ã ­¨å ®¤¨­ ª®¢ë¥ ­ ¡®àë ¯à®áâëå ¤¥«¨â¥-

«¥©. �®ª ¦¨â¥, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â ¡¥áª®­¥ç­® ¬­®£® å®à®è¨å ¯ à ç¨á¥« (m;n) ¤«ï ª®â®àëå ¯ à  (m+1; n+1) â ª¦¥

ï¢«ï¥âáï å®à®è¥©.

�¥à¨ï 5b, £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨-ç¨á«®¢ ï

1. �®ª § âì, çâ® ¤«ï «î¡®£® ­ âãà «ì­®£® n áã¬¬  ¢á¥å ç¨á¥«, ®¡à â­ëå ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï¬ ­¥áª®«ìª¨å à §«¨ç-

­ëå ­ âãà «ì­ëå ç¨á¥«, ª ¦¤®¥ ¨§ ª®â®àëå ­¥ ¡®«ìè¥ n, à ¢­  n.

2. �®ª ¦¨â¥, çâ® fn
p
2g > 1

2n
p
2
¤«ï «î¡®£® ­ âãà «ì­®£® n.

3. �ãáâì ffng { ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ç¨á¥« (�¨¡®­ çç¨), § ¤ ¢ ¥¬ ï à ¢¥­áâ¢ ¬¨ f1 = f2 = 1, fn+2 = fn+1+fn,

n 2 N. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥á«¨ ¬­®£®ç«¥­ P (x) áâ¥¯¥­¨ 1000 ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨ï¬ P (k) = fk ¯à¨ k = 1002, 1003,

: : : , 2002, â® P (2003) = f2003 � 1.

4. � âãà «ì­®¥ k â ª®¢®, çâ® ç¨á«® p = 22k + 2k+ 1 { ¯à®áâ®¥. �®ª ¦¨â¥, çâ®  ) p ï¢«ï¥âáï ¤¥«¨â¥«¥¬ ç¨á« 

22
k+1 � 1; ¡) k | áâ¥¯¥­ì âà®©ª¨.

5. M { ­¥ª®â®à®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ¯à®áâëå ç¨á¥«, ¢ ª®â®à®¬ ¡®«ìè¥ ®¤­®£® í«¥¬¥­â . �§¢¥áâ­®, çâ® ¤«ï ¢áïª®£®

ª®­¥ç­®£® ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  N � M ç¨á«® (
Q
k2N

k) � 1 ¨¬¥¥â ¯à®áâë¥ ¤¥«¨â¥«¨ â®«ìª® ¨§ M . �®ª ¦¨â¥, çâ® M

á®¢¯ ¤ ¥â á ¬­®¦¥áâ¢®¬ ¢á¥å ¯à®áâëå ç¨á¥«.

6. �àï¬ë¥ AK, BK ¨ CK, £¤¥ K { â®çª  �¥¬ã ­  âà¥ã£®«ì­¨ª  ABC, ¯¥à¥á¥ª îâ ®¯¨á ­­ãî ®ªàã¦­®áâì ¢

â®çª å A1, B1 ¨ C1. �®ª ¦¨â¥, çâ® K { â®çª  �¥¬ã ­  âà¥ã£®«ì­¨ª  A1B1C1.

7. �­¥¢¯¨á ­­ ï ®ªàã¦­®áâì âà¥ã£®«ì­¨ª  ABC ª á ¥âáï áâ®à®­ë BC ¢ â®çª¥ D,   ¯à®¤®«¦¥­¨© áâ®à®­ AB

¨ AC ¢ â®çª å E ¨ F . �ãáâì â®çª  T { â®çª  ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï ¯àï¬ëå BF ¨ CE. �®ª ¦¨â¥, çâ® â®çª¨ A, D ¨ T

«¥¦ â ­  ®¤­®© ¯àï¬®©.

8. �§¢¥áâ­®, çâ® áã¬¬  ¯®«®¦¨â¥«ì­ëå ç¨á¥« x1; x2; : : : ; xn à ¢­  1. �®ª ¦¨â¥, çâ®

 )
(1+x1)(1+x2):::(1+xn)

(1�x1)(1�x2):::(1�xn) >
�
n+1
n�1

�n
;

¡)
(1�x1)(1�x2):::(1�xn)

x1�x2�:::�xn > (n� 1)n.

�¥à¨ï 6b, ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­ ï

1. �®§à áâ îé ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ­ âãà «ì­ëå ç¨á¥« ®¡« ¤ ¥â á«¥¤ãîé¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨: a2n = an + n ¨

¥á«¨ an ¯à®áâ®¥, â® ¨ n { ¯à®áâ®¥. �®ª ¦¨â¥, çâ® an = n ¤«ï «î¡®£® ­ âãà «ì­®£® n.

2.  ) x1 = 0, xn+1 = 5xn +
p
24x2

n
+ 1 ¯à¨ ¢á¥å n 2 N. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¢á¥ ç«¥­ë íâ®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ {

æ¥«ë¥ ç¨á« .

¡) x1 = 4, x2 = 1, x3 = 9, xn+3 = 2xn+2 + 2xn+1 � xn ¯à¨ ¢á¥å n 2 N. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¢á¥ ç«¥­ë íâ®©

¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ { â®ç­ë¥ ª¢ ¤à âë.

3.  ) �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥á«¨ (a0; b0; c0) { à¥è¥­¨¥ ãà ¢­¥­¨ï � àª®¢  a2 + b
2 + c

2 = 3abc ¢ ­ âãà «ì­ëå ç¨á« å,

â® ã íâ®£® ãà ¢­¥­¨¥ ¨¬¥¥âáï à¥è¥­¨¥ (a1; b0; c0), £¤¥ a1 6= a0.

¡) �®ª ¦¨â¥, çâ® ãà ¢­¥­¨¥ � àª®¢  ¨¬¥¥â ¡¥áª®­¥ç­® ¬­®£® à¥è¥­¨© ¢ ­ âãà «ì­ëå ç¨á« å.

á) �®ª ¦¨â¥, çâ® ãà ¢­¥­¨¥ a2 + b
2 + c

2 = kabc ¯à¨ k 6= 1; 3 ­¥ ¨¬¥¥â à¥è¥­¨© ¢ ­ âãà «ì­ëå ç¨á« å.

4. �à¥ã£®«ì­¨ªABC ¢¯¨á ­ ¢ ®ªàã¦­®áâì S �®ª ¦¨â¥, çâ® áãé¥áâ¢¥â ¯à®¥ªâ¨¢­®¥ ¯¥à®¡à §®¢ ­¨¥ P , ª®â®à®¥

¯¥à¥¢®¤¨â S ¢ ®ªàã¦­®áâì,   âà¥ã£®«ì­¨ª ABC { ¢ ¯à ¢¨«ì­ë©.

5. � áá¬®âà¨¬ ¬­®£®ç«¥­ ®â ¤¢ãå ¯¥à¥¬¥­­ëå P (x; y) =
P

06i6n;06j6k

aijx
i
y
j . �§¢¥áâ­®, çâ® ¤«ï ¢á¥å ¢¥é¥-

áâ¢¥­­ëå x; y ¢¥à­® P (x; y) = P (x+ 1; y + 1). �®ª ¦¨â¥, çâ® P (x; y) = Q(x � y), £¤¥ Q {­¥ª®â®àë© ¬­®£®ç«¥­ ®â

®¤­®© ¯¥à¥¬¥­­®©.

6. � ­  ®ªàã¦­®áâì S ¨ â®çª  P ¢­¥ ­¥¥. �® ®ªàã¦­®áâ¨ áª®«ì§¨â å®à¤  AB ¯®áâ®ï­­®© ¤«¨­ë â ª, çâ®

¬¥­ìè ï ¨§ ¤ã£, áâï£¨¢ ¥¬ëå íâ®© å®à¤®©, ­ ¯à ¢«¥­  ®â A ª B ¯® ç á®¢®© áâà¥«ª¥. �®çª  M { á¥à¥¤¨­  å®à¤ë

AB. �¥à¥§ B ¯à®¢®¤¨âáï ¯àï¬ ï, ¯ à ««¥«ì­ ï PM , ª®â®à ï ¯¥à¥á¥ª ¥â ®ªàã¦­®áâì ¢ â®çª å B ¨ C. �®ª ¦¨â¥,

çâ® ¢á¥ â ª¨¥ ¯àï¬ë¥ AC ¯à®å®¤ïâ ç¥à¥§ ®¤­ã â®çªã.

7. �  áâ®à®­ å AB ¨ AC âà¥ã£®«ì­¨ª  ABC ¢ë¡à ­ë â®çª¨ Q ¨ P á®®â¢¥âáâ¢¥­­® â ª, çâ® â®çª  ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï

®âà¥§ª®¢ BP ¨ CQ «¥¦¨â ­  ¡¨áá¥ªâà¨á¥ AL ã£«  A. �à¨ íâ®¬ \APQ = \ALB. �®ª ¦¨â¥, çâ® PQ { ¡¨áá¥ªâà¨á 

ã£«  APB.

8. � §®¢¥¬ « ¡¨à¨­â®¬ è å¬ â­ãî ¤®áªã 100� 100, £¤¥ ¬¥¦¤ã ­¥ª®â®àë¬¨ ¯®«ï¬¨ ¢áâ ¢«¥­ë ¯¥à¥£®à®¤ª¨,

­® â ª, çâ® « ¤ìï ¬®¦¥â ¯¥à¥¤¢¨£ âìáï ¯® ¢á¥© ¤®áª¥, ­¥ ¯¥à¥¯àë£¨¢ ï ç¥à¥§ ¯¥à¥£®à®¤ª¨. �® ª®¬ ­¤¥ ������

« ¤ìï á¬¥é ¥âáï ­  ®¤­® ¯®«¥ ¢¯à ¢® ¨«¨, ¥á«¨ á¯à ¢  ªà © ¤®áª¨ ¨«¨ ¯¥à¥£®à®¤ª , ®áâ ¥âáï ­  ¬¥áâ¥;  ­ «®£¨ç­®

¢ë¯®«­ïîâáï ª®¬ ­¤ë �����, ����� ¨ ����. �®­¥ç­ãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì â ª¨å ª®¬ ­¤ ­ §®¢¥¬ ¯à®£à ¬-

¬®©. � ­ë ¤¢  « ¡¨à¨­â , ¢ ª ¦¤®¬ áâ®¨â « ¤ìï. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥áâì ¯à®£à ¬¬ , ¢ë¯®«­¨¢ ª®â®àãî, ª ¦¤ ï

« ¤ìï ®ª ¦¥âáï ¢ ¢¥àå­¥© ¯à ¢®© ª«¥âª¥ á¢®¥£® « ¡¨à¨­â .

�¥à¨ï 7b, ¯® ¬®â¨¢ ¬ ¯à®è¥¤è¨å ¨ ¡ã¤ãé¨å «¨ª¡¥§®¢

1. x1 = x2 = 1, x3 = 41, xn+3 =
2008+xn+2xn+1

xn
¯à¨ ¢á¥å n 2 N. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¢á¥ ç«¥­ë íâ®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì-

­®áâ¨ { ­ âãà «ì­ë¥ ç¨á« .

2. �¨ £®­ «¨ ¢¯¨á ­­®£® ç¥âëà¥åã£®«ì­¨ª  ABCD ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ â®çª¥ E. �àï¬ë¥ AB ¨ CD ¯¥à¥á¥ª îâáï

¢ â®çª¥ P , ¯àï¬ë¥ AD ¨ BC { ¢ â®çª¥ Q. �àï¬ ï PE ¯¥à¥á¥ª ¥â BC ¢ â®çª¥ X, ¯àï¬ ï QE ¯¥à¥á¥ª ¥â AB ¢

â®çª¥ Y . �®ª ¦¨â¥, çâ® ®âà¥§®ª XY ¯à®å®¤¨â ç¥à¥§ â®çªã ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï á¨¬¥¤¨ ­ âà¥ã£®«ì­¨ª  ABC.



3. �­ãâà¨ ®áâà®ã£®«ì­®£® âà¥ã£®«ì­¨ª  ABC ¢ë¡à ­  â ª ï â®çª  K, çâ® \AKC = 2\ABC, ¨ AK=KC =

(AB=BC)2. �®çª¨ A1 ¨ C1 { á¥à¥¤¨­ë áâ®à®­ BC ¨ AB. �®ª ¦¨â¥, çâ® â®çª  K «¥¦¨â ­  ®¯¨á ­­®© ®ªàã¦­®áâ¨

âà¥ã£®«ì­¨ª  A1BC1.

4.  ) �  ¦¥«¥§­®© ¤®à®£¥ à¥«ìáë ¯ à ««¥«ì­ë,   è¯ «ë ã«®¦¥­ë ¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïà­® à¥«ìá ¬ ç¥à¥§ à ¢­®¥

à ááâ®ï­¨¥. �ã¤®¦­¨ª, ¨§®¡à ¦ ï ­  ª àâ¨­¥ ¦¥«¥§­ãî ¤®à®£ã, ¨§®¡à §¨« à¥«ìáë ¤¢ã¬ï «¨­¨ï¬¨, ¯¥à¥á¥ª î-

é¨¬¨áï §  £®à¨§®­â®¬,   ¤¢¥ è¯ «ë - ¯ à ««¥«ì­ë¬¨ ®âà¥§ª ¬¨. � ª ¯à ¢¨«ì­® ¨§®¡à §¨âì âà¥âìî è¯ «ã?

¡) �®¦­® «¨ ®â¬¥â¨âì ­  ¯«®áª®áâ¨ 4016 à §«¨ç­ëå â®ç¥ª ¨ ®ªà á¨âì 2008 ¨§ ­¨å ¢ á¨­¨© æ¢¥â,   2008 { ¢

ªà á­ë© â ª, çâ® ¥á«¨ ¯àï¬ ï ¯à®å®¤¨â ç¥à¥§ ¤¢¥ â®çª¨ à §­ëå æ¢¥â®¢, â® ­  ­¥© ®¡ï§ â¥«ì­® ¥áâì ¥é¥ à®¢­®

®¤­  ®ªà è¥­­ ï â®çª ?

5.  ) (�¢ª«¨¤) �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥á«¨ 2p � 1 { ¯à®áâ®¥ ç¨á«®, â® 2p�1(2p � 1) { á®¢¥àè¥­­®¥ ç¨á«®.

¡) (�©«¥à) �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥á«¨ n { á®¢¥àè¥­­®¥ ç¥â­®¥ ç¨á«®, â® áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ ¯à®áâ®¥ ç¨á«® ¢¨¤  2p� 1,

çâ® n = 2p�1(2p � 1)

6. �®ª ¦¨â¥, çâ® 3n � 1 ­¥ ¤¥«¨âáï ­  2n � 1 ­¨ ¯à¨ ª ª¨å ­ âãà «ì­ëå n > 1.

7. �«ï ¢¥é¥áâ¢¥­­ëå ç¨á¥« x1; x2; �; xn (n > 2) ¨§ ¯à®¬¥¦ãâª  (0; 1] ¤®ª ¦¨â¥ ­¥à ¢¥­áâ¢® 1
1+x1

+ 1
1+x2

+ : : :+
1

1+xn
6 n

1+ n
p
x1x2:::xn

.

8. � àâ¨­­ ï £ «¥à¥ï ¨¬¥¥â ä®à¬ã ­¥¢ë¯ãª«®£® ¬­®£®ã£®«ì­¨ª  (áâ®à®­ë ¬­®£®ã£®«ì­¨ª  { íâ® áâ¥­ë £ «¥-

à¥¨). �«ï «î¡ëå âà¥å â®ç¥ª A, B ¨ C ­  áâ¥­ å £ «¥à¥¨ ­ ©¤¥âáï â®çª  ¢­ãâà¨ ­¥¥, ¨§ ª®â®à®© ¢¨¤­ë ¨ A, ¨ B,

¨ C. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¢ £ «¥à¥¥ ¥áâì â®çª , ¨§ ª®â®à®© ¢¨¤­  ®­  ¢áï.

�¥à¨ï 8b, ®¡«¥£çñ­­ ï ­  ¢ëå®¤­®©

0. �¥è¨âì áà ¢­¥­¨¥ x2 � 91 (mod 243).

1. �­®¦¥áâ¢® X á®áâ®¨â ¨§ n í«¥¬¥­â®¢. �«ï ª ¦¤®© ã¯®àï¤®ç¥­­®© ¯ àë ¤¢ãå ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ (¢®§¬®¦-

­®? á®¢¯ ¤ îé¨å) ¬­®¦¥áâ¢  X ¯®¤áç¨â ­® ç¨á«® í«¥¬¥­â®¢ ¢ ¨å ¯¥à¥á¥ç¥­¨¨, ¨ ¯®«ãç¥­­ë¥ ç¨á«  á«®¦¥­ë.

�®ª ¦¨â¥, çâ® ¯®«ãç¥­­ ï áã¬¬  à ¢­  n4n�1.
2. �ãáâì � { ¯¥à¥áâ ­®¢ª  ­  ¬­®¦¥áâ¢¥M = f1; 2; : : : ; p� 1g (£¤¥ p > 2 { ¯à®áâ®¥ ç¨á«®). �®ª ¦¨â¥, çâ® ¤«ï

­¥ª®â®àëå à §«¨ç­ëå i; j 2M ¢ë¯®«­ï¥âáï áà ¢­¥­¨¥ i�(j) � j�(i) (mod p).

3.  ) �ãáâì m > 0, (a;m) = 1, b { æ¥«®¥, x ¯à®¡¥£ ¥â ¯®«­ãî á¨áâ¥¬ã ¢ëç¥â®¢, ¯® ¬®¤ã«î m. �®ª ¦¨â¥, çâ®P
x

�
ax+b
m

	
= 1

2
(m � 1);

¡) �®-¯à¥¦­¥¬ã m > 0, (a;m) = 1, b { æ¥«®¥,   z ¯à®¡¥£ ¥â ¯à¨¢¥¤¥­­ãî á¨áâ¥¬ã ¢ëç¥â®¢ ¯® ¬®¤ã«î m.

�®ª ¦¨â¥, çâ®
P
z

�
az

m

	
= 1

2
�(m);

¢) �ãáâì n > 0, m > 1 { ­ âãà «ì­®¥ ¨ x ¯à®¡¥£ ¥â ¢á¥ ­ âãà «ì­ë¥ ç¨á« , ¡®«ìè¨¥ 1 ¨ ­¥ ¤¥«ïé¨¥áï ­  m-î

áâ¥¯¥­ì æ¥«®£® ç¨á«  (x { ç¨á« , á¢®¡®¤­ë¥ ®â áâ¥¯¥­¨ m). �®ª ¦¨â¥, çâ®
P
x

�
m
p

n

x

�
= [n].

4. � ª®¥ ­ ¨¡®«ìè¥¥ ª®«¨ç¥áâ¢® « ¤¥© ¬®¦­® à ááâ ¢¨âì ­  è å¬ â­®© ¤®áª¥ à §¬¥à®¬ 3n� 3n â ª, çâ®¡ë

ª ¦¤ ï « ¤ìï ­ å®¤¨« áì ¯®¤ ¡®¥¬ ­¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ ®¤­®© ¤àã£®©?

5. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¯à®áâëå ç¨á¥« ¢¨¤  p = 6k + 1 ¡¥áª®­¥ç­® ¬­®£®.

6. �®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì fxng â ª®¢ , çâ® x1 > 0 ¨ xn+1 =
n

x1+x2+:::+xn
. �®ª ¦¨â¥, çâ® x2008 > 1.

7. �®áâà®¥­¨ï ¯à¨ ¯®¬®é¨ ®¤­®© «¨­¥©ª¨.

 ) � ­  ­¥ª®â®à ï ®ªàã¦­®áâì. �à¨ ¯®¬®é¨ ®¤­®© «¨­¥©ª¨ ¯®áâà®©â¥ n-ã£®«ì­¨ª, áâ®à®­ë ª®â®à®£® ¯à®å®¤ïâ

ç¥à¥§ ¤ ­­ë¥ n â®ç¥ª,   ¢¥àè¨­ë «¥¦ â ­  ¤ ­­ëå n ¯àï¬ëå.

¡) �à¨ ¯®¬®é¨ ®¤­®© «¨­¥©ª¨ ¢¯¨è¨â¥ ¢ ¤ ­­ãî ®ªàã¦­®áâì n-ã£®«ì­¨ª, áâ®à®­ë ª®â®àëå (¨«¨ ¨å ¯à®¤®«-

¦¥­¨ï) ¯à®å®¤ïâ ç¥à¥§ ¤ ­­ë¥ n â®ç¥ª.

8. �®çª  P ­ å®¤¨âáï ¢­¥ ®ªàã¦­®áâ¨ á æ¥­âà®¬ O. �àï¬ë¥ `1 ¨ `2 ¯à®å®¤ïâ ç¥à¥§ â®çªã P , ¯à¨ç¥¬ `1

ª á ¥âáï ®ªàã¦­®áâ¨ ¢ â®çª¥ A,   `2 ¯¥à¥á¥ª ¥â ®ªàã¦­®áâì ¢ â®çª å B ¨ C. � á â¥«ì­ë¥ ª ®ªàã¦­®áâ¨ ¢ â®çª å

B ¨ C ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ â®çª¥ X. �®ª ¦¨â¥, çâ® AX ¨ PO ¯¥à¯¥­¤¨ªã«ïà­ë.

�¥à¨ï 9b, ç¨á«®¢ ï

0. �¥è¨â¥ áà ¢­¥­¨¥ 31x4 + 57x3 + 96x+ 191 � 0 (mod 225)

1. �ãáâì a, b, c { ­ âãà «ì­ë¥ ç¨á« . a2 + b
2 + c

2 ¤¥«¨âáï ­  a+ b+ c. �®ª ¦¨â¥, çâ® ª ª¨¥-â® ¤¢  ¨§ ç¨á¥«

a
3, b3, c3 ¤ îâ ®¤¨­ ª®¢ë¥ ®áâ âª¨ ¯à¨ ¤¥«¥­¨¨ ­  a+ b+ c.

2. �«ï «î¡ëå ­ âãà «ì­ëå ç¨á¥« n > m ¤®ª ¦¨â¥ ­¥à ¢¥­áâ¢® [m;n] + [m + 1; n+ 1] > 2mnp
n�m ; £¤¥ [x; y] |

­ ¨¬¥­ìè¥¥ ®¡é¥¥ ªà â­®¥ ç¨á¥« x ¨ y.

3. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¤«ï «î¡®£® ­ âãà «ì­®£® ç¨á«  a áãé¥áâ¢ã¥â ¡¥áª®­¥ç­® ¬­®£® ­ âãà «ì­ëå n, â ª¨å çâ®

ç¨á«® a2
n

+ 2n { á®áâ ¢­®¥.

4. �à¨ (a;m) = 1 ¡ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì á¨¬¢®«¨ç¥áªãî ¤à®¡ì b

a
¯® ¬®¤ã«î m, ®¡®§­ ç îéãî «î¡®¥ à¥è¥­¨¥

áà ¢­¥­¨ï ax � b (mod m). �®ª ¦¨â¥, çâ® ¤«ï «î¡®£® ­¥ç¥â­®£® ¯à®áâ®£® ç¨á«  p ¢¥à­® 2p�2
p

� 1� 1
2
+ 1

3
�: : :� 1

p�1
(mod p).

5. �ãáâì x; y; z > 0, x+ y + z = 3. �®ª ¦¨â¥, çâ® x+y
xy(4�xy) +

y+z
yz(4�yz) +

z+x
zx(4�zx) > 2.

6. �§ â®çª¨ A ª ¤ ­­®© ®ªàã¦­®áâ¨ S ¯à®¢¥¤¥­ë ª á â¥«ì­ë¥ AB ¨ AC. �  áà¥¤­¥© «¨­¨¨ âà¥ã£®«ì­¨ª 

ABC, ¯ à ««¥«ì­®© áâ®à®­¥ BC, ¢ë¡à ­ë ¯à®¨§¢®«ì­ë¥ â®çª¨ X ¨ Y . �âà¥§ª¨ ª á â¥«ì­ëå ¨§ â®ç¥ª X ¨ Y ª S

¯¥à¥á¥ª«¨áì ¢ â®çª¥ Z. �®ª ¦¨â¥, çâ® ç¥âëà¥åã£®«ì­¨ª AXZY { ®¯¨á ­­ë©.

7. �  ª«¥âç â®© ¯«®áª®áâ¨ ­ à¨á®¢ ­ ª¢ ¤à â 11�11, ¢­ãâà¨ ¨ ­  áâ®à®­ å ª®â®à®£® ®â¬¥ç¥­ë ¢á¥ ã§«ë á¥âª¨.

�â¬¥ç¥­­ë¥ â®çª¨ ¯®ªà è¥­ë ¢ âà¨ æ¢¥â . �®ª § âì, çâ® ­ ©¤¥âáï ¯àï¬®ã£®«ì­¨ª á® áâ®à®­ ¬¨, ¨¤ãé¨¬¨ ¯®

«¨­¨¨ á¥âª¨, ¢á¥ ¢¥àè¨­ë ª®â®à®£® ®ªà è¥­ë ¢ ®¤¨­ ¨ â®â ¦¥ æ¢¥â.



8.  ) � áá¬ âà¨¢ îâáï ¢á¥¢®§¬®¦­ë¥ ­ ¡®àë ¨§ 100 ­¥®âà¨æ â¥«ì­ëå æ¥«ëå ç¨á¥«, à á¯®«®¦¥­­ëå ¢ ­¥-

ã¡ë¢ îé¥¬ ¯®àï¤ª¥ ¨ ­¥ ¯à¥¢®áå®¤ïé¨¥ 100, ¢ ª®â®àëå áã¬¬  ¢á¥å ç¨á¥« ¤¥«¨âáï ­  10. �®ª ¦¨â¥. çâ® à®¢­®

¯®«®¢¨­  íâ¨å ­ ¡®à®¢ § ª ­ç¨¢ ¥âáï ç¨á«®¬ 100.

¡) �¥¯à¥àë¢­ ï ¨ áâà®£® ¬®­®â®­­ ï äã­ªæ¨ï f : [0; 1]! [0; 1] â ª®¢ , çâ® f(0) = 0, f(1) = 1. �®ª ¦¨â¥, çâ®

f( 1
10
) + f( 2

10
) + : : :+ f( 9

10
) + f

�1( 1
10
) + f

�1( 2
10
) + : : :+ f

�1( 9
10
) < 99

10
.

� â¥¬ â¨ç¥áª¨© ¡®©, £àã¯¯  B, 19.08.08

1. �­®¦¥áâ¢® S á®áâ®¨â ¨§ 2n â®ç¥ª, ­¨ª ª¨¥ âà¨ ¨§ ª®â®àëå ­¥ «¥¦ â ­  ®¤­®© ¯àï¬®©. �âà¥§®ª, á®¥¤¨­ïî-

é¨© ¤¢¥ ¨§ íâ¨å â®ç¥ª, ­ §ë¢ ¥âáï à §¤¥«ïîé¨¬, ¥á«¨ ¯® ª ¦¤ãî áâ®à®­ã ®â á®¤¥à¦ é¥© ¥£® ¯àï¬®© ­ å®¤¨âáï

à®¢­® ¯® n � 1 â®çª¥. �ª § «®áì, çâ® ¢ S ¥áâì à®¢­® n à §¤¥«ïîé¨å ®âà¥§ª®¢. �®ª ¦¨â¥, çâ® «î¡ë¥ ¤¢  â ª¨å

®âà¥§ª  ¯¥à¥á¥ª îâáï ¯® ¢­ãâà¥­­¥© â®çª¥.

2. �ã¬¬  ¯®«®¦¨â¥«ì­ëå ç¨á¥« x1; x2; : : : ; xn(n > 4) à ¢­  1. �®ª ¦¨â¥, çâ®

x1

x2(x1 + x2 + x3)
+

x2

x3(x2 + x3 + x4)
+ : : :+

xn

x1(xn + x1 + x2)
>
n
2

3

.

3. �­ãâà¨ ¢¯¨á ­­®£® n-ã£®«ì­¨ª  A1A2 : : :An ­ è« áì â ª ï â®çª  P , çâ® \PA1A2 = \PA2A3 = : : : =

\PAnA1. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¢­ãâà¨ íâ®£® ¬­®£®ã£®«ì­¨ª  ­ ©¤¥âáï â®çª  Q â ª ï, çâ® \QA2A1 = \QA3A2 = : : : =

\QA1An.

4. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¤«ï ª ¦¤®£® ­ âãà «ì­®£® ç¨á«  n > 2008, ¢§ ¨¬­® ¯à®áâ®£® á 10, áãé¥áâ¢ã¥â ­ âãà «ì­®¥

ç¨á«®, ªà â­®¥ n, ­¥ ¬¥­ïîé¥¥áï, ¥á«¨ § ¯¨á âì ¥£® æ¨äàë ®â ª®­æ  ª ­ ç «ã ¨ á®áâ®ïé¥¥ ¬¥­¥¥ ç¥¬ ¨§ n

4
æ¨äà.

5. � ¢¥àè¨­ å ¯à ¢¨«ì­®£® è¥áâ¨ã£®«ì­¨ª  ­ ¯¨á ­ë è¥áâì æ¥«ëå ­¥®âà¨æ â¥«ì­ëå ç¨á¥« á áã¬¬®© 2005.

�¤ã¬ç¨¢ë© ¬ «ìç¨ª �®àï ¬®¦¥â áâ¥à¥âì ç¨á«® ¢ «î¡®© ¢¥àè¨­¥ ¨ ­ ¯¨á âì ¢¬¥áâ® ­¥£® ¬®¤ã«ì à §­®áâ¨ ç¨á¥« ¢

¤¢ãå á®á¥¤­¨å ¢¥àè¨­ å. �®ª ¦¨â¥, çâ® �®àï ¬®¦¥â ¤®¡¨âìáï â®£®, çâ®¡ë ¢® ¢á¥å è¥áâ¨ ¢¥àè¨­ å áâ®ï«¨ ­ã«¨.

6. �ãáâì Sn = f0; 1; 2; : : :; 4n � 1g. �®¤¬­®¦¥áâ¢® A ¬­®¦¥áâ¢  Sn ­ §ë¢ ¥âáï à¥¤ª¨¬, ¥á«¨ ¤«ï «î¡®£®

k = 0; 1; 2; : : :; n� 1 ¢ë¯®«­ïîâáï ãá«®¢¨ï

jA \ f4k+ 1; 4k+ 2; 4k+ 3gj 6 1; jA\ f4k � 2; 4k� 1; 4k; 4k+ 1; 4k+ 2gj 6 2

. �®ª ¦¨â¥, çâ® ª®«¨ç¥áâ¢® à¥¤ª¨å ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ à ¢­® 8 � 7n�1.
7. �®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ­ âãà «ì­ëå ç¨á¥« fang ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î an+3 = an+2(an+1 + an) ¤«ï n 2 N .

� ©¤¨â¥ a7, ¥á«¨ a6 = 8820.

8. �¥âëà¥åã£®«ì­¨ª ABCD ¢¯¨á ­ ¢ ®ªàã¦­®áâì á æ¥­âà®¬ O. �£® ¤¨ £®­ «¨ ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ â®çª¥ E. �®çª 

P ¢­ãâà¨ ABCD â ª®¢ , çâ® \PAB + \PCB = \PBC + \PDC = 90�. �®ª ¦¨â¥, çâ® â®çª¨ P , E ¨ O «¥¦ â ­ 

®¤­®© ¯àï¬®©.

9. �¥è¨â¥ ¢ ­ âãà «ì­ëå ç¨á« å x, y ¨ k > 1 ãà ¢­¥­¨¥ 22x+1 + 2x+1 + 1 = y
k.

10. �àï¬®ã£®«ì­ãî â ¡«¨æã, ¢ ª«¥âª å ª®â®à®© áâ®ïâ æ¥«ë¥ ç¨á« , ­ §®¢¥¬ n-¡«¨§ª®©, ¥á«¨ ¢ ª ¦¤ëå ¤¢ãå

ª«¥âª å, á®á¥¤­¨å ¯® áâ®à®­¥, áâ®ïâ ç¨á« , ®â«¨ç îé¨¥áï ­¥ ¡®«¥¥, ç¥¬ ­  n (n - ­ âãà «ì­®¥ ç¨á«®). �®ª ¦¨â¥,

çâ® ª ¦¤ ï kn-¡«¨§ª ï â ¡«¨æ  ï¢«ï¥âáï áã¬¬®© k n-¡«¨§ª¨å â ¡«¨æ. (�ã¬¬  ­¥áª®«ìª¨å ¯àï¬®ã£®«ì­ëå â ¡«¨æ

®¤¨­ ª®¢®£® à §¬¥à  - íâ® â ¡«¨æ , ¢ ª ¦¤®© ª«¥âª¥ ª®â®à®© áâ®¨â áã¬¬  ç¨á¥«, áâ®ïé¨å ¢ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å

ª«¥âª å â ¡«¨æ-á« £ ¥¬ëå.)

�¥à¨ï 10b, ¬ â¡®©­®-«¨ª¡¥§­ ï, ¨§-§  ç¥£® ®¯ïâì ¤«¨­­ ï, ­® á ªãç¥© ¯à®áâëå § ¤ ç

0. � ª¨å ç¨á¥« ®â 1 ¤® 1000000 ¡®«ìè¥: â¥å, ª®â®àë¥ ¯à¥¤áâ ¢«ïîâáï ¢ ¢¨¤¥ 2x2 � 3y2 ¤«ï ­¥ª®â®àëå

­ âãà «ì­ëå x; y ¨«¨ â¥å, ª®â®àë¥ ¯à¥¤áâ ¢«ïîâáï ¢ ¢¨¤¥ 10xy � x
2 � y

2 ¤«ï ­¥ª®â®àëå ­ âãà «ì­ëå x; y

1. (�®«®â àñ¢) �ãáâì p { ­¥ç¥â­®¥ ¯à®áâ®¥ ç¨á«®, (a; p) = 1 ¨ � : i ! ai (mod p) { ¯¥à¥áâ ­®¢ª  ¯®«­®©

á¨áâ¥¬ë ¢ëç¥â®¢ ¯® ¬®¤ã«î p. �®ª ¦¨â¥, çâ® sgn � =
�
a

p

�
.

2. �¢ ¤à â­ë© âà¥åç«¥­ f(x) =  x2 + bx+ c á æ¥«ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ â ª®¢, çâ® ¤«ï «î¡®£® ­ âãà «ì­®£®

m ­ ©¤¥âáï ­ âãà «ì­®¥ x â ª®¥, çâ® f(x) ¤¥«¨âáï ­  m. �®ª ¦¨â¥, çâ® ª®à­¨ f(x) à æ¨®­ «ì­ë.

3. �ãáâì p > 5 | ¯à®áâ®¥ ç¨á«®. �®¦­® «¨ ¯® ªàã£ã à ááâ ¢¨âì ç¨á«  ®â 1 ¤® p � 1 â ª, çâ®¡ë ¤«ï «î¡ëå

âà¥å ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­® áâ®ïé¨å ç¨á¥« a; b; c ç¨á«® b2 � 4ac ¤¥«¨«®áì ­  p?

4. �ãáâì a 2Z¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì fxng § ¤ ­  á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: x1 = a, xn = a
n �

P
xd, £¤¥ áã¬¬¨à®-

¢ ­¨¥ ¢¥¤¥âáï ¯® ¢á¥¬ ¤¥«¨â¥«ï¬ ç¨á«  n, ¬¥­ìè¨¬ n. �®ª ¦¨â¥, çâ® an ¤¥«¨âáï ­  n ¯à¨ «î¡®¬ n.

5. �­®¦¥áâ¢® S á®áâ®¨â ¨§ 2n â®ç¥ª, ­¨ª ª¨¥ âà¨ ¨§ ª®â®àëå ­¥ «¥¦ â ­  ®¤­®© ¯àï¬®©. �âà¥§®ª, á®¥¤¨­ïî-

é¨© ¤¢¥ ¨§ íâ¨å â®ç¥ª, ­ §ë¢ ¥âáï à §¤¥«ïîé¨¬, ¥á«¨ ¯® ª ¦¤ãî áâ®à®­ã ®â á®¤¥à¦ é¥© ¥£® ¯àï¬®© ­ å®¤¨âáï

à®¢­® ¯® n � 1 â®çª¥. �ª § «®áì, çâ® ¢ S ¥áâì à®¢­® n à §¤¥«ïîé¨å ®âà¥§ª®¢. �®ª ¦¨â¥, çâ® «î¡ë¥ ¤¢  â ª¨å

®âà¥§ª  ¯¥à¥á¥ª îâáï ¯® ¢­ãâà¥­­¥© â®çª¥.

6. �àï¬®ã£®«ì­ãî â ¡«¨æã, ¢ ª«¥âª å ª®â®à®© áâ®ïâ æ¥«ë¥ ç¨á« , ­ §®¢¥¬ n-¡«¨§ª®©, ¥á«¨ ¢ ª ¦¤ëå ¤¢ãå

ª«¥âª å, á®á¥¤­¨å ¯® áâ®à®­¥, áâ®ïâ ç¨á« , ®â«¨ç îé¨¥áï ­¥ ¡®«¥¥, ç¥¬ ­  n (n - ­ âãà «ì­®¥ ç¨á«®). �®ª ¦¨â¥,

çâ® ª ¦¤ ï kn-¡«¨§ª ï â ¡«¨æ  ï¢«ï¥âáï áã¬¬®© k n-¡«¨§ª¨å â ¡«¨æ. (�ã¬¬  ­¥áª®«ìª¨å ¯àï¬®ã£®«ì­ëå â ¡«¨æ

®¤¨­ ª®¢®£® à §¬¥à  - íâ® â ¡«¨æ , ¢ ª ¦¤®© ª«¥âª¥ ª®â®à®© áâ®¨â áã¬¬  ç¨á¥«, áâ®ïé¨å ¢ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å

ª«¥âª å â ¡«¨æ-á« £ ¥¬ëå.)

7. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¤«ï ª ¦¤®£® ­ âãà «ì­®£® ç¨á«  n > 2008, ¢§ ¨¬­® ¯à®áâ®£® á 10, áãé¥áâ¢ã¥â ­ âãà «ì­®¥

ç¨á«®, ªà â­®¥ n, ­¥ ¬¥­ïîé¥¥áï, ¥á«¨ § ¯¨á âì ¥£® æ¨äàë ®â ª®­æ  ª ­ ç «ã ¨ á®áâ®ïé¥¥ ¬¥­¥¥ ç¥¬ ¨§ n

4
æ¨äà.



8. � ¢¥àè¨­ å ¯à ¢¨«ì­®£® è¥áâ¨ã£®«ì­¨ª  ­ ¯¨á ­ë è¥áâì æ¥«ëå ­¥®âà¨æ â¥«ì­ëå ç¨á¥« á áã¬¬®© 2005.

�¤ã¬ç¨¢ë© ¬ «ìç¨ª �®àï ¬®¦¥â áâ¥à¥âì ç¨á«® ¢ «î¡®© ¢¥àè¨­¥ ¨ ­ ¯¨á âì ¢¬¥áâ® ­¥£® ¬®¤ã«ì à §­®áâ¨ ç¨á¥« ¢

¤¢ãå á®á¥¤­¨å ¢¥àè¨­ å. �®ª ¦¨â¥, çâ® �®àï ¬®¦¥â ¤®¡¨âìáï â®£®, çâ®¡ë ¢® ¢á¥å è¥áâ¨ ¢¥àè¨­ å áâ®ï«¨ ­ã«¨.

9. �®çª¨ M ¨ N { á¥à¥¤¨­ë ¤¨ £®­ «¥© ¢ë¯ãª«®£® ç¥âëà¥åã£®«ì­¨ª  ABCD, P { â®çª  ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï íâ¨å

¤¨ £®­ «¥©. �¯¨á ­­ë¥ ®ªàã¦­®áâ¨ âà¥ã£®«ì­¨ª®¢ ABP ¨ CDP ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ â®çª å P ¨ K. �¯¨á ­­ë¥

®ªàã¦­®áâ¨ âà¥ã£®«ì­¨ª®¢ CBP ¨ ADP ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ â®çª å P ¨ L. �®ª ¦¨â¥, çâ® â®çª¨ M , N , K ¨ L «¥¦ â

­  ®¤­®© ®ªàã¦­®áâ¨.

10. �ãáâì f(x) = x
2�8x+15. �ª®«ìª® à §«¨ç­ëå ¢¥é¥áâ¢¥­­ëå ª®à­¥© ¨¬¥¥â ãà ¢­¥­¨¥ f(f(: : : f(x) : : :) = 0,

¢ ª®â®à®¬ äã­ªæ¨ï f ¯à¨¬¥­¥­  n à §?

�¥à¨ï 11b, á ãª«®­®¬ ¢ ç¨á«®¢ë¥ èâãçª¨ ¨ ã¤¢®¥­­ë¬¨ § ¤ ç ¬¨

0. � ¯¨è¨â¥ ¢á¥ ­¥¯à¨¢®¤¨¬ë¥ ª¢ ¤à â¨ç­ë¥ ä®à¬ë á ¤¨áªà¨¬¨­ ­â®¬ 9.

1. �¢ ¤à â­ë© âà¥åç«¥­ f(x) =  å2+bx+c á æ¥«ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ ®¡« ¤ ¥â â ª¨¬ á¢®©áâ¢®¬: ¤«ï «î¡®£®

­ âãà «ì­®£® m ­ ©¤¥âáï ­ âãà «ì­®¥ å â ª®¥, çâ® f(x) ¤¥«¨âáï ­  m. �®ª ¦¨â¥, çâ® ª®à­¨ f(x) à æ¨®­ «ì­ë.

2. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¯à¨ (a;m) = 1 ª®«¨ç¥áâ¢® à¥è¥­¨© áà ¢­¥­¨ï x2 � a (mod m) «¨¡® 0, «¨¡® áâ¥¯¥­ì 2.

3.  ) �  ¤ ­­®© ¯àï¬®© ¯®áâà®©â¥ ®âà¥§®ª ¤ ­­®© ¤«¨­ë, ª®â®àë© ¢¨¤¥­ ¨§ ¤ ­­®© â®çª¨ ¢­¥ ¯àï¬®© ¯®¤

¤ ­­ë¬ ã£«®¬. � §à¥è ¥âáï ¯®«ì§®¢ âìáï æ¨àªã«¥¬ ¨ «¨­¥©ª®©.

¡) � ­ë ¤¢¥ ¯àï¬ë¥ ¨ ¤¢¥ â®çª¨, ­¥ «¥¦ é¨¥ ­  ­¨å. � ¯®¬®éìî æ¨àªã«ï ¨ «¨­¥©ª¨ ¯®áâà®©â¥ ®âà¥§®ª á

ª®­æ ¬¨ ­  ¤ ­­ëå ¯àï¬ëå, ª®â®àë© ¨§ ¯¥à¢®© â®çª¨ ¢¨¤¥­ ¯®¤ ®¤­¨¬ ¤ ­­ë¬ ã£«®¬,   ¨§ ¢â®à®© â®çª¨ { ¯®¤

¢â®àë¬ ¤ ­­ë¬ ã£«®¬.

4. �®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì fang § ¤ ­  á®®â­®è¥­¨¥¬ an = [3
2
an�1] ¨ a1 = 2. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¢ íâ®© ¯®á«¥¤®¢ -

â¥«ì­®áâ¨ ¡¥áª®­¥ç­® ¬­®£® ¨ ç¥â­ëå, ¨ ­¥ç¥â­ëå ç¨á¥«.

5. �®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì fang § ¤ ­  á®®â­®è¥­¨¥¬

an+1 =

�
an�1
2

; an > 1
2an
1�an ; an < 1

�§¢¥áâ­®, çâ® a0 { ­ âãà «ì­®¥, an 6= 2 ¯à¨ n = 1; 2; : : : ; 2001 ¨ a2002 = 2. � ©¤¨â¥ a0.

6.  ) (� ­£ ¨ �¨ââ¨.) �ãáâì ¯®«®¦¨â¥«ì­ë¥ ç¨á«  � ¨ � â ª®¢ë, çâ® ¬­®¦¥áâ¢  A = f[�x];x 2 Ng ¨

B = f[�x];x 2 Ng ­¥ ¯¥à¥á¥ª îâáï,   A [ B = N. �®ª ¦¨â¥, çâ® íâ® ¢®§¬®¦­® â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 

� 2 RnQ ¨ 1
�
+ 1

�
= 1.

¡) �®ª ¦¨â¥, çâ® ­¥ áãé¥áâ¢ã¥â â ª¨å ¯®«®¦¨â¥«ì­ëå ç¨á¥« �, � ¨ 
, çâ® ¬­®¦¥áâ¢  A = f[�x];x 2 Ng,
B = f[�x];x 2 Ng ¨ � = f[
x];x 2 Ng ­¥ ¯¥à¥á¥ª îâáï, ¨ A [B [C = N.

7. �ëá®âë AA1 ¨ CC1 ®áâà®ã£®«ì­®£® âà¥ã£®«ì­¨ª  ABC ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ â®çª¥ H. �  áâ®à®­¥ AC ­ è« áì

â ª ï â®çª  L, çâ® ®âà¥§®ª A1L ¤¥«¨âáï ¯®¯®« ¬ ¢ëá®â®© CC1,   ®âà¥§®ª C1L ¤¥«¨âáï ¯®¯®« ¬ ¢ëá®â®© AA1.

�®ª ¦¨â¥, çâ® HL ? OH, £¤¥ O | æ¥­âà ®¯¨á ­­®© ®ªàã¦­®áâ¨ âà¥ã£®«ì­¨ª  ABC.

8. �«¥âª¨ è å¬ â­®© ¤®áª¨ 2n � 2n, n > 1, ¯®ªà è¥­ë ¢ 2n2 æ¢¥â®¢ â ª, çâ® ª ¦¤ë¬ æ¢¥â®¬ ¯®ªà è¥­ë

à®¢­® 2 ª«¥âª¨. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¬®¦­® ¯®áâ ¢¨âì ­  íâã ¤®áªã 2n « ¤¥© â ª, çâ®¡ë ®­¨ ­¥ ¡¨«¨ ¤àã£ ¤àã£ , ¨ ­ 

ª ¦¤®¬ æ¢¥â¥ áâ®ï«® ­¥ ¡®«¥¥ ®¤­®© « ¤ì¨.

�¥à¨ï 12b, ®¯ïâì £¥®¬¥âà¨ç¥áª ï

0. � ª ª¨¥ â¥®à¥¬ë ¯¥à¥å®¤ïâ ¯à¨ ¯®«ïà­®¬ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¨ á«¥¤ãîé¨¥ ä ªâë:

 ) ¢ëá®âë âà¥ã£®«ì­¨ª  ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ ®¤­®© â®çª¥;

¡) ¡¨áá¥ªâà¨áë âà¥ã£®«ì­¨ª  ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ ®¤­®© â®çª¥?

1. � §®¢¥¬ ­ âãà «ì­®¥ ç¨á«® ­¥¯®á¥¤®©, ¥á«¨ ¢ ¥£® ¤¥áïâ¨ç­®© § ¯¨á¨ ­¥â ®¤¨­ ª®¢ëå æ¨äà àï¤®¬ ¨«¨ ç¥à¥§

®¤­ã. �®ª ¦¨â¥, çâ® «î¡®¥ ­ âãà «ì­®¥ ç¨á«®, ¡®«ìè¥¥ 1, ¬®¦­® ¯à¥¤áâ ¢¨âì ª ª áã¬¬ã ¤¢ãå ­¥¯®á¥¤.

2. � ª®¥ ­ ¨¡®«ìè¥¥ ª®«¨ç¥áâ¢® « ¤¥© ¬®¦­® ¯®áâ ¢¨âì ­  è å¬ â­ãî ¤®áªã â ª, çâ®¡ë ª ¦¤ ï ¨§ ­¨å ¡¨« 

­¥ ¡®«¥¥ ¤¢ãå ¤àã£¨å? (�¨£ãàë ­¥ ¡ìîâ ¤àã£ ¯à®â¨¢ ¤àã£ ).

3. �áïª¨© «¨ ¬­®£®ç«¥­ ç¥â¢¥àâ®© áâ¥¯¥­¨ P (x) ¬®¦­® ¯à¥¤áâ ¢¨âì ¢ ¢¨¤¥ P (x) = R(Q(x)), £¤¥ R(x) ¨ Q(x)

{ ª¢ ¤à â­ë¥ âà¥åç«¥­ë?

4. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥á«¨ ç¨á«  a; b; c ¯à¨ ª ¦¤®¬ ­ âãà «ì­®¬ n 2 N ã¤®¢«¥â¢®àïîâ à ¢¥­áâ¢ã [na]+[nb] = [nc],

â® å®âï ¡ë ®¤­® ¨§ ç¨á¥« a; b ï¢«ï¥âáï æ¥«ë¬.

5. � ª ¦¤®© ª«¥âª¥ â ¡«¨æë n�n ­ ¯¨á ­  ­¥ª®â®à ï ¡ãª¢ , ¯à¨ íâ®¬ ¢á¥ áâà®ª¨ ¤ ­­®© â ¡«¨æë à §«¨ç­ë.

�®ª ¦¨â¥, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â áâ®«¡¥æ, ¯à¨ ¢ëç¥àª¨¢ ­¨¨ ª®â®à®£® áâà®ª¨ ®áâ ¢è¥©áï â ¡«¨æë ¯®-¯à¥¦­¥¬ã ¡ã¤ãâ

à §«¨ç­ë¬¨.

6. S { ®¯¨á ­­ ï ®ªàã¦­®áâì à §­®áâ®à®­­¥£® âà¥ã£®«ì­¨ª  ABC. �ãáâì K { â®çª  ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï ¡¨áá¥ªâà¨áë

ã£«  C á ª á â¥«ì­®© ª S ¢ â®çª¥ B,   L { ¢â®à ï ®¡é ï â®çª  ¡¨áá¥ªâà¨áë ¢­¥è­¥£® ã£«  C c ®ªàã¦­®áâìî S.

�àï¬ë¥ AC ¨ LB ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ â®çª¥ M . �®ª ¦¨â¥, çâ® ¯àï¬ ï MK ¤¥«¨â ®âà¥§®ª AB ¯®¯®« ¬.

7. �ë¯ãª«ë© ç¥âëà¥åã£®«ì­¨ª ABCD â ª®¢, çâ® \ABC = \ADC = \135�. �  «ãç å AB ¨ AD §  â®çª ¬¨

B ¨ D «¥¦ â â®çª¨ M ¨ N â ª¨¥, çâ® \MCD = \NCB = 90�. �¯¨á ­­ë¥ ®ªàã¦­®áâ¨ âà¥ã£®«ì­¨ª®¢ AMN ¨

ABD ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ â®çª å A ¨ K. �®ª ¦¨â¥, çâ® \AKC = 90�.
8. �­ãâà¨ âà¥ã£®«ì­¨ª  ABC ¢ë¡à ­ë ¨§®£®­ «ì­® á®¯àï¦¥­­ë¥ â®çª¨ P ¨ P1. �®£¤  ¯àï¬ë¥, ®¤­ 

¨§ ª®â®àëå á¨¬¬¥âà¨ç­  AP ®â­®á¨â¥«ì­® ¡¨áá¥ªâà¨áë \BPC,   ¤àã£ ï á¨¬¬¥âà¨ç­  AP1 ®â­®á¨â¥«ì­® ã£« 

BP1C,á¨¬¬¥âà¨ç­ë ®â­®á¨â¥«ì­® BC.

�¥à¨ï 13b, ¤«ï ¨áá«¥¤®¢ ­¨ï

0. �«ï ª ª¨å ¯à®áâëå p ç¨á«® �2 ï¢«ï¥âáï ª¢ ¤à â¨ç­ë¬ ¢ëç¥â®¬ ¯® ¬®¤ã«î p?



1.  ) �ãáâì p = 8k + 1 { ¯à®áâ®¥. �®ª ¦¨â¥, çâ® p = x
2 + 2y2 ¤«ï ­¥ª®â®àëå x; y 2 N.

¡) �®ª ¦¨â¥, çâ® ç¨á«® ¢¨¤  8k+1 ï¢«ï¥âáï ¯à®áâë¬ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®­® ¥¤¨­áâ¢¥­­ë¬ á¯®á®¡®¬

¯à¥¤áâ ¢¨¬® ¢ ¢¨¤¥ x2 + 2y2, £¤¥ x ¨ y { ¢§ ¨¬­® ¯à®áâë¥ ­ âãà «ì­ë¥ ç¨á« .

2. �®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì a1, a2, : : :§ ¤ ¥âáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: an { íâ® ­ ¨¬¥­ìè¥¥ ­ âãà «ì­®¥ ç¨á«®, ­¥

¢áâà¥ç îé¥¥áï áà¥¤¨ ç¨á¥« a1, : : : , an�1 ¨ â ª®¥, çâ® a1 + a2 + : : :+ an ¤¥«¨âáï ­  n. �®ª ¦¨â¥, çâ®

 ) ¢ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ a1 � 1, a2 � 2, a3 � 3, : : :¢áâà¥ç îâáï ¢á¥ æ¥«ë¥ ç¨á«  ¯® ®¤­®¬ã à §ã;

¡) ¢ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ a1, a2, a3, : : :¢áâà¥ç îâáï ¢á¥ ­ âãà «ì­ë¥ ç¨á«  ¯® ®¤­®¬ã à §ã;

¢) ¥á«¨ an = m, â® am = n.

£) �¡®§­ ç¨¬ � = 1+
p
5

2
, � = � + 1. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¬­®¦¥áâ¢® ¯ à ¢¨¤  (n; an) á®¢¯ ¤ ¥â á ¬­®¦¥áâ¢®¬ ¯ à

¢¨¤  ([k�] + 1; [k�] + 1) ¨ ([k�] + 1; [k�] + 1), £¤¥ k { æ¥«®¥ ­¥®âà¨æ â¥«ì­®¥ ç¨á«®.

3. �ãáâì l { ¯à®¨§¢®«ì­ ï ª á â¥«ì­ ï ª ¢¯¨á ­­®© ®ªàã¦­®áâ¨ âà¥ã£®«ì­¨ª  ABC á æ¥­âà®¬ I,   â®çª¨

A1, B1, C1 { â®çª¨ ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï l á ¯àï¬ë¬¨, ¯à®å®¤ïé¨¬¨ ç¥à¥§ I ¯ à ««¥«ì­® ¡¨áá¥ªâà¨á ¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å

¢­¥è­¨å ã£«®¢. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¯àï¬ë¥ AA1, BB1 ¨ CC1 ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ ®¤­®© â®çª¥.

4. � á â¥«ì­ë¥ ¢ â®çª å A ¨ C ª ®¯¨á ­­®© ®ªàã¦­®áâ¨ ! ®áâà®ã£®«ì­®£® âà¥ã£®«ì­¨ª  ABC ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢

â®çª¥ F . �­ãâà¨ âà¥ã£®«ì­¨ª  BFC ­ è« áì â ª ï â®çª  K, çâ® \KFB = \KBC = \KCF . �®çª  L ­  áâ®à®­¥

AB â ª®¢ , çâ® \LCB = \BFC. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¯àï¬ ï BK ¤¥«¨â ®âà¥§®ª LC ¯®¯®« ¬.

5. �­ãâà¨ âà¥ã£®«ì­¨ª  ABC ¢ë¡à ­ë ¨§®£®­ «ì­® á®¯àï¦¥­­ë¥ â®çª¨ P ¨ P1. �àï¬ë¥ AP , BP , CP

¯¥à¥á¥ª îâ ¯àï¬ë¥ BC, CA, AB ¢ â®çª å A1, B1, C1 á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¯àï¬ë¥, á¨¬¬¥âà¨ç­ë¥

¯àï¬ë¬ AP1, BP1, CP1 ®â­®á¨â¥«ì­® ¯àï¬ëå B1C1, C1A1, A1B1 á®®â¢¥âáâ¢¥­­®, ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ ®¤­®© â®çª¥.

�¥à¨ï 14b, ç¨á«®¢®-ª®¬¡¨­ â®à­ ï

�1. �ãáâì 2n � 1 { ¯à®áâ®¥ ç¨á«®, ¡®«ìè¥¥ 3. �®ª ¦¨â¥, çâ® 3 { ª¢ ¤à â¨ç­ë© ­¥¢ëç¥â ¯® ¬®¤ã«î p.

0. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¯à¨ (k; p) = 1 ¢¥à­® à ¢¥­áâ¢®
p�1P
x=0

�
x(x+k)

p

�
= �1.

1. � âãà «ì­ë¥ ç¨á«  a ¨ b â ª®¢ë, çâ® a2 + b
2 + 1 ¤¥«¨âáï ­  ab. �®ª ¦¨â¥, çâ®  ) a

2+b2+1
ab

= 3; ¡) a ¨ b

¢å®¤ïâ ¢ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ç¨á¥« �¨¡®­ çç¨.

2. �®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì fang á®áâ®¨â ¨§ ­ âãà «ì­ëå ç¨á¥«, ¬¥­ìè¨å 2008, ¯à¨ç¥¬ ¤«ï «î¡ëå n;m 2 N ç¨á«®

am + an ¤¥«¨âáï ­  an+m. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¤ ­­ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ¯¥à¨®¤¨ç­ .

3. �ãé¥áâ¢ã¥â «¨ â ª ï ­¥¯à¥àë¢­ ï äã­ªæ¨ï f : R! R, çâ® ¥¥ §­ ç¥­¨¥ ¢ ª ¦¤®© à æ¨®­ «ì­®© â®çª¥

¨àà æ¨®­ «ì­®,   §­ ç¥­¨¥ ¢ ª ¦¤®© ¨àà æ¨®­ «ì­®© â®çª¥ à æ¨®­ «ì­®?

4. �ãáâì n 2 N, 1 < n < p, p { ¯à®áâ®¥ ­¥ç¥â­®¥ ç¨á«®, Sx =
n�1P
y=0

�
x+z
p

�
¨ S =

p�1P
x=0

S
2
x
.

 ) �®ª ¦¨â¥, çâ® S = (p� n)n. ¡) �ãáâì m 2 N, n = [
p
p], m+ 2n 6 p. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¢ àï¤ã m;m+ 1; : : : ;m+

2n� 1 ¥áâì ª¢ ¤à â¨ç­ë© ­¥¢ëç¥â ¯® ¬®¤ã«î p.

5. � áá¬®âà¨¬ ¢á¥ ­ ¡®àë ç¨á¥« ¨§ ¬­®¦¥áâ¢  f1; 2; : : : ; ng, ­¥ á®¤¥à¦ é¨¥ á®á¥¤­¨å ç¨á¥«. �®ª ¦¨â¥, çâ®

áã¬¬  ª¢ ¤à â®¢ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨© ç¨á¥« ¢ íâ¨å ­ ¡®à å à ¢­  (n + 1)!� 1.

6. �£®àì à áá¬ âà¨¢ ¥â ¢á¥¢®§¬®¦­ë¥ ã¯®àï¤®ç¥­­ë¥ ¯ àë ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ ¤ ­­®£® n-í«¥¬¥­â­®£® ¬­®¦¥áâ¢ .

� áá¬®âà¥¢ ª ¦¤ãî ¯ àã, ®­ § ¯¨áë¢ ¥â ç¨á«® í«¥¬¥­â®¢ ¢ ¯¥à¥á¥ç¥­¨¨ íâ¨å ¯®¤¬­®¦¥áâ¢. � ª®¥ ç¨á«® ¡ã¤¥â

§ ¯¨á ­® ¡®«ìè¥ ¢á¥£® à §, ª®£¤  �£®àì § ª®­ç¨â?

7. �®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì fang ®¯à¥¤¥«¥­  á«¥¤ãîé¨¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨: a1 = 1 ¨ an+1 = an + [
p
an]. �®ª ¦¨â¥, çâ®

¢ íâ®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ ¡¥áª®­¥ç­® ¬­®£® â®ç­ëå ªã¡®¢.

8. �®ª ¦¨â¥, çâ® ­¥ áãé¥áâ¢ã¥â â ª®© äã­ªæ¨¨ f : N! N, çâ® f(f(f(: : : f(x) : : :)) = x+1 (f ¯à¨¬¥­ï¥âáï f(x)

à §). (�ª § ­¨¥. � áá¬®âà¨â¥ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì an = f(an�1) ¨ ¤®ª ¦¨â¥, çâ® ¢ ­¥© ¢á¥ ­ âãà «ì­ë¥ ç¨á« 

¢áâà¥ç îâáï à®¢­® ¯® ®¤­®¬ã à §ã).

9. �ãáâì l { ¯à®¨§¢®«ì­ ï ¯àï¬ ï, M , N ¨ P { â®çª¨ ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï ¯àï¬®© l á ¯àï¬ë¬¨ AB, BC ¨ AC

âà¥ã£®«ì­¨ª  ABC,  M1, N1 ¨ N1 { â ª¨¥ â®çª¨ ­  ¯àï¬®© l, çâ® \MOM1 = \NON1 = \POP1 = 90�. �®ª ¦¨â¥,
çâ® ¯àï¬ë¥ AN1, BP1 ¨ CM1 ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ ®¤­®© â®çª¥.

�¥à¨ï 15b, ®ª®­ç â¥«ì­ ï ¨ ¡¥á¯®¢®à®â­ ï

1. � áá¬®âà¨¬ äã­ªæ¨î f : R! R, f(x) = x
3� 3x. �®ª ¦¨â¥, çâ® f(f(f(f (f (f (f (x))))))) ¯à¨­¨¬ ¥â ª ª®¥-â®

§­ ç¥­¨¥ ­¥ ¬¥­ìè¥ 2008 à §.

2. �®ª ¦¨â¥, çâ® ç¨á«® 5100+ 575+ 550+ 525+ 1 { á®áâ ¢­®¥. (�ª § ­¨¥. �á«¨ 5a { â®ç­ë© ª¢ ¤à â, â® ç¨á«®

a
4 + a

3 + a
2 + a+ 1 à áª« ¤ë¢ ¥âáï ­  ¬­®¦¨â¥«¨.)

3.  ) �  ª®®à¤¨­ â­®© ¯«®áª®áâ¨ ®â¬¥ç¥­ë æ¥«ë¥ â®çª¨, ­¨ª ª¨¥ âà¨ ¨§ ª®â®àëå ­¥ ª®««¨­¥ à­ë, â ª, çâ®

æ¥­âà âï¦¥áâ¨ «î¡®£® âà¥ã£®«ì­¨ª   á ¢¥àè¨­ ¬¨ ¢ ®â¬¥ç­­ëå â®çª å ­¥ ï¢«ï¥âáï æ¥«ë¬. � ª®¥ ­ ¨¡®«ìè¥¥

ª®«¨ç¥áâ¢® â®ç¥ª ¬®¦¥â ¡ëâì ®â¬¥ç¥­®?

¡) � ¯à®áâà ­áâ¢¥ ®â¬¥ç¥­ë 37 æ¥«ëå â®ç¥ª, ­¨ª ª¨¥ âà¨ ¨§ ª®â®àëå ­¥ «¥¦ â ­  ®¤­®© ¯àï¬®©. �®ª ¦¨â¥,

çâ® ¨§ ­¨å ¬®¦­® ¢ë¡à âì âà¨ ¨§ ­¨å â ª, çâ® æ¥­âà âï¦¥áâ¨ ®¡à §®¢ ­­®£® ¨¬¨ âà¥ã£®«ì­¨ª  ï¢«ï¥âáï æ¥«®©

â®çª®©.

4. �­®£®ç«¥­ë P (x) ¨ Q(x) â ª®¢ë, çâ® ¢ë¯®«­ï¥âáï â®¦¤¥áâ¢® P (x2�x+1) � Q(x2+x+1). �®ª ¦¨â¥, çâ®

®¡  ¬­®£®ç«¥­  { ª®­áâ ­âë.

5.  ) �ãáâì p, q, r { ­¥¯®áâ®ï­­ë¥ «¨­¥©­ë¥ äã­ªæ¨¨. �®ª ¦¨â¥, çâ® å®âï ¡ë ®¤¨­ âà¥åç«¥­ pq + r, qr + p,

pr + q ¨¬¥¥â ª®à¥­ì.

¡) �ãáâì p1, p2; : : : ; pn { ­¥¯®áâ®ï­­ë¥ «¨­¥©­ë¥ äã­ªæ¨¨. �®ª ¦¨â¥, çâ® ­¥ ¬¥­¥¥ n � 2 ¬­®£®ç«¥­®¢ ¨§

­ ¡®à  (p1p2 : : : pn�1 + pn), (p2p3 : : : pn + p1); : : : ; (p3p4 : : : p1 + p2) ¨¬¥îâ ª®à¥­ì.



6. �«ï ¯®«®¦¨â¥«ì­ëå ç¨á¥« x; y; z ¤®ª ¦¨â¥ ­¥à ¢¥­áâ¢®
2

q
x+ 3

p
y + 4

p
z > 32

p
xyz.

7. �®ª ¦¨â¥ ­¥à ¢¥­áâ¢® ¤«ï ç¨á¥« �¨¡®­ çç¨ n
p
fn+1 > 1 + 1

n
p
fn

.

8. �®çª  M ­ å®¤¨âáï ¢­ãâà¨ ¤¨ ¬¥âà  AB ®ªàã¦­®áâ¨ S, ­® ­¥ á®¢¯ ¤ ¥â á ¥£® æ¥­âà®¬. �® ®¤­ã áâ®à®­ã

®â ¤¨ ¬¥âà  AB ­  ®ªàã¦­®áâ¨ S ¢§ïâë ¤¢¥ à §«¨ç­¥ë â®çª¨ P ¨ Q â ª, çâ®¡ë ®âà¥§ª¨ PM ¨ QM ®¡à §®¢ë¢ «¨

á AB à ¢­ë¥ ã£«ë. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¢á¥ â ª¨¥ ¯àï¬ë¥ PQ ¯à®å®¤ïâ ç¥à¥§ ®¤­ã â®çªã.


