
� ¤ ç¨ �.-�¥â¥à¡ãà£áª®© «¥â¥© èª®«ë 2008 £., áâ àè ï £àã¯¯  B

�áâã¯¨â¥«ì ï ®«¨¬¯¨ ¤ , 7  ¢£ãáâ  2008 £.

1. � ¯àï¬®ã£®«ì¨ª¥ 6 � 7 § ªà è¥ë 25 ª«¥â®ª. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¢ ¥ª®â®à®¬ ª¢ ¤à â¥ 2 � 2 § ªà è¥ë ¥

¬¥¥¥ 3 ª«¥â®ª.

2. � ª®¥  ¨¡®«ìè¥¥ ª®«¨ç¥áâ¢®  âãà «ìëå ç¨á¥« ¬®¦¥â áâ®ïâì ¢ àï¤, ¥á«¨ áã¬¬  «î¡ëå 17 ç¨á¥« ¯®¤àï¤

ç¥â ,   «î¡ëå 18 ç¨á¥« ¯®¤àï¤ { ¥ç¥â  ?

3. �à¨ ª ª¨å  âãà «ìëå n ç¨á«® 2n + 3n + 4n ï¢«ï¥âáï ª¢ ¤à â®¬?

4. �®çª D { á¥à¥¤¨  áâ®à®ëAC âà¥ã£®«ì¨ª  ABC, â®çª  F «¥¦¨â   áâ®à®¥BC. AF ¨ BD ¯¥à¥á¥ª îâáï

¢ â®çª¥ E ¨ AE = BC. �®ª ¦¨â¥, çâ® BF = EF .

5. � ©¤¨â¥ áã¬¬ã 1
x2+1

+ 1
y2+1

+ 2
xy+1

, ¥á«¨ x 6= y, ¨ ¨§¢¥áâ®, çâ® áã¬¬  ¯¥à¢ëå ¤¢ãå á« £ ¥¬ëå à ¢ 

âà¥âì¥¬ã.

�ë¢®¤

6. � âà¥ã£®«ì¨ª¥ ABC ã£®« C à ¢¥ 120�. �®ª ¦¨â¥, çâ® ®á®¢ ¨ï ¡¨áá¥ªâà¨á AA1, BB1, CC1 ®¡à §ãîâ

¯àï¬®ã£®«ìë© âà¥ã£®«ì¨ª.

7. �  è å¬ â®© ¤®áª¥ áâ®ïâ ¥áª®«ìª® ¯¥è¥ª. �®ª ¦¨â¥, çâ®  ©¤¥âáï "ªà¥áâ", ¢ ª®â®à®¬ áâ®¨â ¥ç¥â®¥

ç¨á«® ¯¥è¥ª. (�à¥áâ { ®¡ê¥¤¨¥¨¥ ®¤®© ¢¥àâ¨ª «¨ ¨ ®¤®© £®à¨§®â «¨).

8. � áâà ¥ � «¥ª®© 101 £®à®¤. �¥ª®â®àë¥ £®à®¤  á®¥¤¨¥ë ¤®à®£ ¬¨ á ®¤®áâ®à®¨¬ ¤¢¨¦¥¨¥¬, ¯à¨ íâ®¬

¤¢  £®à®¤  á®¥¤¨¥ë ¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ ®¤®© ¤®à®£®©. �§ ª ¦¤®£® £®à®¤  ¢ëå®¤ïâ à®¢® 40 ¤®à®£, ¨ ¢ ª ¦¤ë© £®à®¤

¢å®¤ïâ à®¢® 40 ¤®à®£. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¨§ «î¡®£® £®à®¤  ¢ «î¡®© ¬®¦® ¤®¡à âìáï, ¯à®¥å ¢ ¥ ¡®«¥¥, ç¥¬ ¯® âà¥¬

¤®à®£ ¬.

�«ï à¥è¨¢è¥£® ¢á¥

9. �®ª ¦¨â¥ ¥à ¢¥áâ¢®

ap
b2 + c2 + d2

+
bp

c2 + d2 + a2
+

cp
d2 + a2 + b2

+
dp

a2 + b2 + c2
> 2

¯à¨ a; b; c; d > 0.
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1 (®«-6). � âà¥ã£®«ì¨ª¥ ABC ã£®« C à ¢¥ 120�. �®ª ¦¨â¥, çâ® ®á®¢ ¨ï ¡¨áá¥ªâà¨á AA1, BB1, CC1

®¡à §ãîâ ¯àï¬®ã£®«ìë© âà¥ã£®«ì¨ª.

2 (®«-7). �  è å¬ â®© ¤®áª¥ áâ®ïâ ¥áª®«ìª® ¯¥è¥ª. �®ª ¦¨â¥, çâ®  ©¤¥âáï "ªà¥áâ", ¢ ª®â®à®¬ áâ®¨â

¥ç¥â®¥ ç¨á«® ¯¥è¥ª. (�®¤ ªà¥áâ®¬ ¯®¨¬ ¥âáï ®¡ê¥¤¨¥¨¥ ¢¥àâ¨ª «¨ ¨ £®à¨§®â «¨.)

3 (®«-8). � áâà ¥ � «¥ª®© 101 £®à®¤. �¥ª®â®àë¥ £®à®¤  á®¥¤¨¥ë ¤®à®£ ¬¨ á ®¤®áâ®à®¨¬ ¤¢¨¦¥¨¥¬,

¯à¨ íâ®¬ ¤¢  £®à®¤  á®¥¤¨¥ë ¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ ®¤®© ¤®à®£®©. �§ ª ¦¤®£® £®à®¤  ¢ëå®¤ïâ à®¢® 40 ¤®à®£, ¨ ¢

ª ¦¤ë© £®à®¤ ¢å®¤ïâ à®¢® 40 ¤®à®£. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¨§ «î¡®£® £®à®¤  ¢ «î¡®© ¬®¦® ¤®¡à âìáï, ¯à®¥å ¢ ¥

¡®«¥¥, ç¥¬ ¯® âà¥¬ ¤®à®£ ¬.

4. �®¦® «¨ â ª à ááâ ¢¨âì ¯® ªàã£ã ¢á¥ æ¥«ë¥ ç¨á«  ®â �7 ¤® 7 (¢ª«îç ï ã«ì), çâ®¡ë ã ª ¦¤®£® ç¨á« 

¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¤¢ãå ¥£® á®á¥¤¥© ¡ë«® ¥®âà¨æ â¥«ìë¬?

5. �à¨ ¤¢ã§ çëå ç¨á«  ç¨á«  â ª®¢ë, çâ® áã¬¬  «î¡ëå ¤¢ãå ¨§ ¨å à ¢  ç¨á«ã, ®â«¨ç îé¥¬ãáï ®â

âà¥âì¥£® «¨èì ¯®àï¤ª®¬ æ¨äà. � ª®© ¬®¦¥â ¡ëâì áã¬¬  íâ¨å âà¥å ç¨á¥«?

6. � ®  âãà «ì®¥ ç¨á«® N ¨ ¡¥áª®¥ç ï  à¨ä¬¥â¨ç¥áª ï ¯à®£à¥áá¨ï, á®áâ®ïé ï ¨§  âãà «ìëå ç¨á¥«.

�§¢¥áâ®, çâ® ¨ª ª®© ç«¥ ¯à®£à¥áá¨¨ ¥ ¢§ ¨¬® ¯à®áâ á N . �®ª ¦¨â¥, çâ®  ) à §®áâì ¯à®£à¥áá¨¨ ¥ ¢§ ¨¬®

¯à®áâ  á N ; ¡) áãé¥áâ¢ã¥â  âãà «ì®¥ ç¨á«®, ¡®«ìè¥¥ 1,   ª®â®à®¥ ¤¥«ïâáï N ¨ ¢á¥ ç«¥ë ¯à®£à¥áá¨¨.

7. �ãâà¨ ¢ë¯ãª«®£® ç¥âëà¥åã£®«ì¨ª  ABCD ¢§ïâ  â®çª  O. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¢ë¯®«¥® å®âï ¡ë ®¤® ¨§

¥à ¢¥áâ¢ OA < AB, OB < BC, OC < CD, OD < DA.
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8. �â®à®ë âà¥ã£®«ì¨ª  T ¯ à ««¥«ìë ¬¥¤¨  ¬ âà¥ã£®«ì¨ª  T1. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¬¥¤¨ ë âà¥ã£®«ì¨ª 

T ¯ à ««¥«ìë áâ®à® ¬ âà¥ã£®«ì¨ª  T1.

9. � ª ª®¬ ¬¥áâ¥ á«¥¤ã¥â ¯®áâà®¨âì ¬®áâ MN ç¥à¥§ à¥ªã, à §¤¥«ïîéãî ¤¥à¥¢¨ A ¨ B, çâ®¡ë ¯ãâì AMNB

¨§ A ¢ B ¡ë« ªà âç ©è¨¬? (�¥à¥£  à¥ª¨ áç¨â îâáï ¯ à ««¥«ìë¬¨, ¬®áâ ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà¥ ¡¥à¥£ ¬.)

10. �®ª ¦¨â¥, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â ¡¥áª®¥ç® ¬®£® ¯ à  âãà «ìëå ç¨á¥« a; b â ª¨å, çâ®

a
8 + b

4 + 1
... ab:

11. �«ï ¯®«®¦¨â¥«ìëå ç¨á¥« a, b, c ¤®ª ¦¨â¥ ¥à ¢¥áâ¢®

a+ b

c
+
b+ c

a
+
c + a

b
> 6:

12.�®ª ¦¨â¥, çâ®
1

2
p
n
6
1

2
� 3
4
� 5
6
� 7
8
� : : : � 2n� 1

2n
<

1p
2n
:

13. �®ª ¦¨â¥ ¥à ¢¥áâ¢®

a

b+ c+ d
+

b

c+ d+ a
+

c

d+ a+ b
+

d

a+ b+ c
> 1



¤«ï ¯®«®¦¨â¥«ìëå ç¨á¥« a, b, c, d.

14. �«ï ¥®âà¨æ â¥«ìëå ç¨á¥« a, b, c, d ¤®ª ¦¨â¥ ¥à ¢¥áâ¢®

ap
b2 + c2 + d2

+
bp

c2 + d2 + a2
+

cp
d2 + a2 + b2

+
dp

a2 + b2 + c2
> 2:
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15. � ¢ë¯ãª«®¬ ¯ïâ¨ã£®«ì¨ª¥ ABCDE ¯à®¢¥«¨ ¤¢  ®âà¥§ª : ®¤¨ { ¬¥¦¤ã á¥à¥¤¨ ¬¨ áâ®à® AB ¨ CD,

¤àã£®© { ¬¥¦¤ã á¥à¥¤¨ ¬¨ BC ¨ DE. �ãáâì P ¨ Q { á¥à¥¤¨ë íâ¨å ®âà¥§ª®¢. �®ª ¦¨â¥, çâ® ®âà¥§®ª PQ

¯ à ««¥«¥ ®âà¥§ªã AE ¨ ¨¬¥¥â ¢ç¥â¢¥à® ¬¥ìèãî ¤«¨ã.

16. �®çª  O «¥¦¨â ¢ãâà¨ âà¥ã£®«ì¨ª  ABC. �®¬¥áâ¨¬ ¢ â®çª¨ A, B ¨ C ¬ ááë, ç¨á«¥® à ¢ë¥ ¯«®é ¤ï¬

SOBC , SOAC ¨ SOAB á®®â¢¥âáâ¢¥®. �®ª ¦¨â¥, çâ® æ¥âà ¬ áá á®¢¯ ¤ ¥â á O.

17. �®ª ¦¨â¥, çâ® â®çª  ¯¥à¥á¥ç¥¨ï áà¥¤¨å «¨¨© ¢ë¯ãª«®£® 4-ã£®«ì¨ª  á®¢¯ ¤ ¥â á á¥à¥¤¨®© ®âà¥§ª ,

á®¥¤¨ïîé¥£® á¥à¥¤¨ë ¤¨ £® «¥©.

18. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥á«¨ ã ¬®£®ã£®«ì¨ª  ¥áâì ¥áª®«ìª® ®á¥© á¨¬¬¥âà¨¨, â® ¢á¥ ®¨ ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ ®¤®©

â®çª¥.

19. � ë ¤¢¥ â®çª¨ A, B ¨ ç¨á«® k > 0. � ©¤¨â¥ £¥®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ¬¥áâ® â®ç¥ª M , ¤«ï ª®â®àëå AM

BM
= k.

20. �®ª ¦¨â¥, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â ¡¥áª®¥ç® ¬®£®  âãà «ìëå ç¨á¥«, ¥ ¯à¥¤áâ ¢¨¬ëå ¢ ¢¨¤¥ áã¬¬ë â®ç®£®

ª¢ ¤à â  ¨ ¯à®áâ®£® ç¨á« .

21. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥á«¨ a1; a2; : : : ; an { ¯®«®¦¨â¥«ìë¥ ç¨á«  n > 2 ¨ S { ¨å áã¬¬ , â®

a1

S � a1

+
a2

S � a2

+ : : :+
an

S � an

>
n

n� 1
:

22.  ) � ©¤¨â¥ max
x>0

(1� x)5(1 + x)(1 + 2x)2.

¡) � ©¤¨â¥ max
06x61

x(1� x)2008.

¢) � ©¤¨â¥ min
x>0

x
2 + 1

x3
.
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23. �  ¯«®áª®áâ¨ ¯à®¢¥¤¥  ®ªàã¦®áâì à ¤¨ãá  1 á æ¥âà®¬ O. �¢¥ á®á¥¤¨¥ ¢¥àè¨ë ª¢ ¤à â  «¥¦ â  

íâ®© ®ªàã¦®áâ¨. �  ª ª®¬  ¨¡®«ìè¥¬ à ááâ®ï¨¨ ®â â®çª¨ O ¬®£ãâ «¥¦ âì ¤¢¥ ¤àã£¨¥ ¥£® ¢¥àè¨ë?

24. �ªàã¦®áâì ¯¥à¥á¥ª ¥â áâ®à®ë âà¥ã£®«ì¨ª  ¢ â®çª å A1 ¨ A2, B1 ¨ B2, C1 ¨ C2. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥á«¨

¯¥à¯¥¤¨ªã«ïàë ª áâ®à® ¬ âà¥ã£®«ì¨ª , ¢®ááâ ¢«¥ë¥ ¢ â®çª å A1, B1, C1, ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ ®¤®© â®çª¥, â® ¨

¯¥à¯¥¤¨ªã«ïàë ª áâ®à® ¬ âà¥ã£®«ì¨ª , ¢®ááâ ¢«¥ë¥ ¢ â®çª å A2, B2, C2, ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ ®¤®© â®çª¥.

25. �®ª ¦¨â¥, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â 100-§ ç®¥ ç¨á«®, § ¯¨áë¢ ¥¬®¥ â®«ìª® ¥¤¨¨æ ¬¨ ¨ ¤¢®©ª ¬¨ ¨ ¤¥«ïé¥¥áï

  2100.

26. � âãà «ìë¥ ç¨á«  a ¨ k â ª®¢ë, çâ® (a� 1)a(a+ 1) ¤¥«¨âáï   a2 + k. �®ª ¦¨â¥, çâ® k > a.

27. CL { ¡¨áá¥ªâà¨á  âà¥ã£®«ì¨ª  ABC, AC < BC. �  ¯àï¬®©, ¯ à ««¥«ì®© CL ¨ ¯à®å®¤ïé¥© ç¥à¥§ B,

¢ë¡à   â ª ï â®çª  M , çâ® LM = LB. �  ®âà¥§ª¥ CM ¢ë¡à   â ª ï â®çª  K, çâ® ®âà¥§®ª AK ¤¥«¨âáï ¯àï¬®©

CL ¯®¯®« ¬. �®ª ¦¨â¥, çâ® \CAK = \ABC.

28.  ) �ãáâì a1 > a2, b1 > b2. �®ª ¦¨â¥, çâ® a1b1 + a2b2 > a1b2 + a2b1.

¡)�ãáâì a1 > a2 > : : : > an, b1 > b2 > : : : > bn ¨ (i1; i2; : : : ; in) { ¯¥à¥áâ ®¢ª  ç¨á¥« ®â 1 ¤® n. �®ª ¦¨â¥, çâ®

a1bn + a2bn�1 + : : :+ anb1 6 a1bi1 + a2bi2 + : : :+ anbin 6 a1b1 + a2b2 + : : :+ anbn:

29.�ã¬¬  ¥®âà¨æ â¥«ìëå ç¨á¥« x1, x2, : : : , x25 à ¢  1. � ©¤¨â¥  ¨¡®«ìè¥¥ § ç¥¨¥ ¢ëà ¦¥¨ï

x1x2 + x2x3 + : : :+ x24x25:

30. � £«ë© �«¥è  à¥è ¥â ¥ ¬¥¥¥ ®¤®© § ¤ ç¨ ¢ ¤¥ì ¨ ¥ ¡®«¥¥ 12 § ¤ ç §  «î¡ë¥ 7 ¤¥© ¯®¤àï¤.

�®ª ¦¨â¥, çâ® ¢ â¥ç¥¨¥ âà¥å ¥¤¥«ì  ©¤ãâáï ¥áª®«ìª® ¤¥© ¯®¤àï¤, §  ª®â®àë¥ �«¥è  à¥è¨« à®¢® 20 § ¤ ç.
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31. (�¥à ¢¥áâ¢® �¥¡ëè¥¢ ). �ãáâì a1 6 a2 6 : : : 6 an, b1 6 b2 6 : : : 6 bn. �®ª ¦¨â¥, çâ®

a1 + a2 + : : :+ an

n
� b1 + b2 + : : :+ bn

n
6
a1b1 + a2b2 + : : :+ anbn

n
:

32. �®«¥ ¨¬¥¥â ¢¨¤ ª«¥âç â®£® ª¢ ¤à â  10� 10. �¥¢ïâì ª«¥â®ª § à®á«¨ ¡ãàìï®¬. �á«¨ ã ª«¥âª¨ ¥áâì å®âï

¡ë ¤¢  § à®áè¨¥ ¡ãàìï®¬ á®á¥¤  (¯® áâ®à®¥), â® ®  á ¬  ¬®¦¥â § à áâ¨ ¡ãàìï®¬. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¢á¥ ¯®«¥ ¥

á¬®¦¥â ¯®ªàëâìáï ¡ãàìï®¬.

33. (�£à  \é¥«ª").  ) � áï ¨ �¥âï ¨£à îâ ¢ â ªãî ¨£àã. 100 ¯¨à®¦ëå ã«®¦¥ë ¢ ¢¨¤¥ ª¢ ¤à â  10� 10.

� ¦¤ë© ¨£à®ª á¢®¨¬ å®¤®¬ ¢ë¡¨à ¥â ®¤® ¯¨à®¦®¥ ¨ áê¥¤ ¥â ¢¬¥áâ¥ á íâ¨¬ ¯¨à®¦ë¬ ¢á¥ ¯¨à®¦ë¥, «¥¦ é¨¥

¯à ¢¥¥, ¢ëè¥ ¨«¨ ¨ ¯à ¢¥¥, ¨ ¢ëè¥ ¥£®. � «¥¢®¬ ¨¦¥¬ ¯¨à®¦®¬ { æ¨ ¨áâë© ª «¨©. � ç¨ ¥â � áï. �®¬ã

áã¦¤¥  ¤®«£ ï ¦¨§ì?

¡) �®â ¦¥ ¢®¯à®á ¤«ï ¯àï¬®ã£®«ì¨ª  100� 200.



34. �âà¥§®ª ¯®ªàëâ ¥áª®«ìª¨¬¨ á®¤¥à¦ é¨¬¨áï ¢ ¥¬ ®âà¥§ª ¬¨. �®ª ¦¨â¥, çâ® «¥¢ë¥ ¯®«®¢¨ë íâ¨å

®âà¥§ª®¢ ¯®ªàë¢ îâ ¥ ¬¥¥¥ ¯®«®¢¨ë ¤«¨ë ¨áå®¤®£® ®âà¥§ª .

35. �à ¢¨«ìë© (2n� 1)-ã£®«ì¨ª à §¡¨â ¯®¯ à® ¥¯¥à¥á¥ª îé¨¬¨áï ¤¨ £® «ï¬¨   âà¥ã£®«ì¨ª¨. �®ª -

¦¨â¥, çâ® áà¥¤¨ ¨å  ©¤¥âáï ®áâà®ã«ìë©.

36. �  ®áâà®ã£®«ìë© âà¥ã£®«ì¨ª ABC. B1; C1 { ®á®¢ ¨ï ¢ëá®â ¨§ ¢¥àè¨ B;C á®®â¢¥âáâ¢¥®. �®çª 

D { ®á®¢ ¨¥ ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà  ¨§ B1   AB, E { â®çª  ¯¥à¥á¥ç¥¨ï ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà , ®¯ãé¥®£® ¨§ â®çª¨ D  

áâ®à®ã BC, á ®âà¥§ª®¬ BB1. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¯àï¬ ï EC1 ¯ à ««¥«ì  AC.

37. � ® 25-§ ç®¥ ç¨á«® ¡¥§ ¤¥¢ïâ®ª ¢ ¤¥áïâ¨ç®© § ¯¨á¨. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¬®¦® ã¢¥«¨ç¨âì   1 ¤¢¥ ¥£®

®¤¨ ª®¢ë¥ æ¨äàë â ª, çâ®¡ë ¯®«ãç¥®¥ ç¨á«® ¥ ¤¥«¨«®áì   7.
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38.  ) �®ª ¦¨â¥, çâ® ¤¢¨¦¥¨¥, ¨§¬¥ïîé¥¥ ®à¨¥â æ¨î ¯«®áª®áâ¨, ®¤®§ ç® § ¤ ¥âáï ®¡à § ¬¨ ¤¢ãå

â®ç¥ª.

¡) �®ª ¦¨â¥, çâ® «î¡®¥ ¤¢¨¦¥¨¥, ¨§¬¥ïîé¥¥ ®à¨¥â æ¨î ¯«®áª®áâ¨, ¬®¦® ¯à¥¤áâ ¢¨âì ª ª ª®¬¯®§¨-

æ¨î ®á¥¢®© á¨¬¬¥âà¨¨ ¨ ¯ à ««¥«ì®£® ¯¥à¥®á    ¢¥ªâ®à, ¯ à ««¥«ìë© ®á¨ á¨¬¬¥âà¨¨. (� ª ï ª®¬¯®§¨æ¨ï

 §ë¢ ¥âáï áª®«ì§ïé¥© á¨¬¬¥âà¨¥©).

39. �  áâ®à® å ¯à®¨§¢®«ì®£® ¢ë¯ãª«®£® ç¥âëà¥åã£®«ì¨ª  ¢¥è¨¬ ®¡à §®¬ ¯®áâà®¥ë ª¢ ¤à âë. �®ª -

¦¨â¥, çâ® ®âà¥§ª¨, á®¥¤¨ïîé¨¥ æ¥âàë ¯à®â¨¢®¯®«®¦ëå ª¢ ¤à â®¢, à ¢ë ¯® ¤«¨¥ ¨ ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïàë.

40. �  âà¥ã£®«ì¨ª ABC. �  áâ®à® å AB, AC ¨ BC ¢ë¡à ë â®çª¨ D, E ¨ F á®®â¢¥âáâ¢¥® â ª, çâ®

BF = 2CF , CE = 2AE ¨ \DEF = \90�. �®ª ¦¨â¥, çâ® \ADE = \EDF .

41. �«ï a; b; c > 0 ¤®ª ¦¨â¥ ¥à ¢¥áâ¢® a

b
+ b

c
+ c

a
> 3.

42. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¤«ï «î¡ëå ¯®«®¦¨â¥«ìëå ç¨á¥« x, y ¨ z ¢ë¯®«¥® ¥à ¢¥áâ¢®:

2

r
x+

3

q
y + 4

p
z > 32

p
xyz :

43. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¤«ï «î¡®£®  âãà «ì®£® n ç¨á«® 32
n � 1  ) ¤¥«¨âáï   2n+2 ¡) ¥ ¤¥«¨âáï   2n+3.

44. �® ®ªàã¦®áâ¨ ¢ë¯¨á ® 100 æ¥«ëå ç¨á¥«, áã¬¬  ª®â®àëå à ¢  1. �¥¯®çª®©  §®¢¥¬ ¥áª®«ìª® ç¨á¥«,

áâ®ïé¨å ¯®¤àï¤. � ©¤¨â¥ ª®«¨ç¥áâ¢® æ¥¯®ç¥ª, áã¬¬  ç¨á¥« ¢ ª®â®àëå ¯®«®¦¨â¥«ì .
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45. �®çª  M «¥¦¨â   ¤¨ ¬¥âà¥ AB ®ªàã¦®áâ¨. �®à¤  CD ¯à®å®¤¨â ç¥à¥§ M ¨ ¯¥à¥á¥ª ¥â AB ¯®¤ ã£«®¬

45�. �®ª ¦¨â¥, çâ® áã¬¬  CM2 +DM
2 ¥ § ¢¨á¨â ®â ¢ë¡®à  â®çª¨ M .

46. �¥âëà¥åã£®«ì¨ª à §à¥§  ¤¨ £® «ï¬¨   ç¥âëà¥ âà¥ã£®«ì¨ª . �®ª ¦¨â¥, çâ® ¨å æ¥âàë ¬ áá ®¡à -

§ãîâ ¯ à ««¥«®£à ¬¬.

47. �®ª ¦¨â¥ ¥à ¢¥áâ¢® ® áà¥¤¥¬ £¥®¬¥âà¨ç¥áª®¬ ¨ áà¥¤¥¬ £ à¬®¨ç¥áª®¬

n

1
a1
+ 1

a2
+ : : :+ 1

an

6 n

p
a1a2 : : : an

¤«ï «î¡ëå ¯®«®¦¨â¥«ìëå ç¨á¥« a1; a2; : : : ; an.

48. �®ª ¦¨â¥ ¥à ¢¥áâ¢®

a
2(b+ c� a) + b

2(a+ c� b) + c
2(a+ b� c) 6 3abc

 ) ¥á«¨ a; b; c { áâ®à®ë âà¥ã£®«ì¨ª ;

¡) ¤«ï ¯à®¨§¢®«ìëå ¯®«®¦¨â¥«ìëå ç¨á¥« a, b, c.

49. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¤«ï ¯à®¨§¢®«ìëå ¯®«®¦¨â¥«ìëå ç¨á¥« a1; a2; : : : ; a10 ¢ë¯®«ï¥âáï ¥à ¢¥áâ¢®

a1 + a2 + : : :+ a10 6
a
2
1

a2
+
a
2
2

a3
+ : : :+

a
2
9

a10
+
a
2
10

a1
:

50. �   ¡¥áª®¥ç ï  à¨ä¬¥â¨ç¥áª ï ¯à®£à¥áá¨ï, á®áâ®ïé ï ¨§ à §«¨çëå  âãà «ìëå ç¨á¥«. �®ª ¦¨â¥,

çâ® ¢ ¥© ¥áâì å®âï ¡ë ®¤® á®áâ ¢®¥ ç¨á«®.

51. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¢á¥ ç¨á«  ¢¨¤  1010101:::0101, ªà®¬¥ 101 { á®áâ ¢ë¥.

52. �«¥âç âë© ¯àï¬®ã£®«ì¨ª à §à¥§ «¨   ª¢ ¤à â¨ª¨ 2 � 2 ¨ ¯àï¬®ã£®«ì¨ª¨ 1 � 4. �¤¨ ª¢ ¤à â¨ª

¯®â¥àï«¨ ¨ § ¬¥¨«¨ ¥£®   ¯àï¬®ã£®«ì¨ª 1�4. �®ª ¦¨â¥, çâ® â¥¯¥àì ¥«ì§ï á«®¦¨âì ¨áå®¤ë© ¯àï¬®ã£®«ì¨ª.
�®¡ ¢ª  8

53. �¯¨á  ï ®ªàã¦®áâì âà¥ã£®«ì¨ª  ABC ª á ¥âáï áâ®à®ë AC ¢ â®çª¥ D, DM { ¥¥ ¤¨ ¬¥âà. �àï¬ ï

BM ¯¥à¥á¥ª ¥â áâ®à®ã AC ¢ â®çª¥ K. �®ª ¦¨â¥, çâ® AK = DC.

54. �  ®ªàã¦®áâ¨ ¤ ë â®çª¨ A;B;C;D ¢ ãª § ®¬ ¯®àï¤ª¥. M { á¥à¥¤¨  ¤ã£¨ AB. �¡®§ ç¨¬ â®çª¨

¯¥à¥á¥ç¥¨ï å®à¤ MC ¨ MD á å®à¤®© AB ç¥à¥§ E ¨ K. �®ª ¦¨â¥, çâ® KECD { ¢¯¨á ë© ç¥âëà¥åã£®«ì¨ª.

55. �ãáâì x1; x2; : : : ; xn > 0; x1 + x2 + : : :+ xn = 1=2. �®ª ¦¨â¥, çâ®

1� x1

1 + x1

1� x2

1 + x2
: : :

1� xn

1 + xn
>
1

3
:



56. �ª®«ìª¨¬¨ á¯®á®¡ ¬¨ ¬®¦® à ááâ ¢¨âì   è å¬ â®© ¤®áª¥  ) 8; ¡) 6 « ¤¥© â ª, çâ®¡ë ®¨ ¥ ¡¨«¨ ¤àã£

¤àã£ ?

57. �  ª«¥âç âë© ¯àï¬®ã£®«ì¨ª. �®ª ¦¨â¥, çâ® ª®«¨ç¥áâ¢® á¯®á®¡®¢ à §à¥§ âì ¥£®   ã£®«ª¨ ¨§ âà¥å

ª«¥â®ª { ç¥â®.

58. �®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ç¨á¥« �¨¡® çç¨ �1;�2; : : : § ¤ ¥âáï ¯à ¢¨«®¬: �1 = �2 = 1, ª ¦¤ë© á«¥¤ãîé¨©

ç«¥ à ¢¥ áã¬¬¥ ¤¢ãå ¯à¥¤ë¤ãé¨å (�n+1 = �n + �n�1 ¯à¨ ¢á¥å n > 2). �®ª ¦¨â¥, çâ® «î¡ë¥ ¤¢  ¯®á«¥¤®¢ -

â¥«ìëå ç¨á«  �¨¡® çç¨ ¢§ ¨¬® ¯à®áâë.

59. �®ª ¦¨â¥, çâ® (2m � 1; 2n � 1) = 2(m;n) � 1 ¤«ï  âãà «ìëå m ¨ n.

�®¡ ¢ª  9

60. �  âà¥ã£®«ì¨ª ABC, ¢á¥ ã£«ë ª®â®à®£® ¬¥ìè¥ 120�.

 ) �  áâ®à® å AB, BC, AC ¢¥è¨¬ ®¡à §®¬ ¯®áâ®à®ë ¯à ¢¨«ìë¥ âà¥ã£®«ì¨ª¨ A1BC, AB1C, ABC1.

�®ª ¦¨â¥, çâ® AA1 = BB1 = CC1.

¡) �®ª ¦¨â¥, çâ® ®âà¥§ª¨ AA1, BB1, CC1 ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ ®¤®© â®çª¥ T , ¯à¨ç¥¬

\ATB = \BTC = \CTA = 120�:

¢) �®ª ¦¨â¥, çâ® áã¬¬  à ááâ®ï¨© ®â A;B;C ¤® â®çª¨ T ¬¥ìè¥, ç¥¬ áã¬¬  à ááâ®ï¨© ¤® «î¡®© ¤àã£®©

â®çª¨ ¢ãâà¨ âà¥ã£®«ì¨ª .

61. �®çª¨ D, E ¨ F ¢ë¡à ë   áâ®à® å AC, AB ¨ BC à ¢®¡¥¤à¥®£® âà¥ã£®«ì¨ª  ABC (AB = BC) â ª,

çâ® DE = DF ¨ AE + FC = AC. �®ª ¦¨â¥, çâ® \BAC = \FDE.

62. �®ª ¦¨â¥, çâ® è å¬ âë© ª®ì ¥ ¬®¦¥â ®¡®©â¨ ¤®áªã 4� n, ¯®¡ë¢ ¢ ¢ ª ¦¤®© ª«¥âª¥ à®¢® ¯® ®¤®¬ã

à §ã, ¨ ¢¥àãâìáï ¢ ¨áå®¤ãî â®çªã.

63. � á¥«¥ �¢ ®¢áª®¬ ¦¨¢ãâ ¡®«ìè¥ 100 ç¥«®¢¥ª. �¨â¥«ì á¥«   §ë¢ ¥âáï ®¡é¨â¥«ìë¬, ¥á«¨ ã ¥£® ¥

¬¥¥¥ 100 § ª®¬ëå áà¥¤¨ ®¤®á¥«ìç . �®ª ¦¨â¥, çâ® ¢ �¢ ®¢áª®¬  ©¤ãâáï «¨¡® ¤¢  § ª®¬ëå ¬¥¦¤ã á®¡®©

®¡é¨â¥«ìëå ¦¨â¥«ï, «¨¡® ¤¢  ¥§ ª®¬ëå ¬¥¦¤ã á®¡®© ¥®¡é¨â¥«ìëå ¦¨â¥«ï.

64. � £®áã¤ àáâ¢¥ ¨¬¥îâ å®¦¤¥¨¥ ¬®¥âë ¢ a ¨ b §®«®âëå, £¤¥ a ¨ b { ¢§ ¨¬® ¯à®áâë¥  âãà «ìë¥ ç¨á« .

 ) �®ª ¦¨â¥, çâ® â ª¨¬¨ ¬®¥â ¬¨ ¬®¦®  ¡à âì «î¡ãî áã¬¬ã,  ç¨ ï á 2ab §®«®âëå. ¡) � ©¤¨â¥  ¨¡®«ìè¥¥

ç¨á«® §®«®âëå, ª®â®à®¥ ¥«ì§ï  ¡à âì â ª¨¬¨ ¬®¥â ¬¨.

65. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¤«ï ç¨á¥« �¨¡® çç¨ ¢¥à®

 ) �m+n = �n�m+1 + �n�1�m;

¡) (�m;�n) = �(m;n).

66. �¥è¨â¥ ¢ æ¥«ëå ç¨á« å ãà ¢¥¨¥ x2 � y
2 = 9.
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67.  ) �   ®ªàã¦®áâì ¨ â®çª  A ¢ãâà¨ ¥¥. �¥à¥§ A ¯à®¢¥¤¥  å®à¤  XY . �®ª ¦¨â¥, çâ® ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥

AX �AY ¥ § ¢¨á¨â ®â ¢ë¡®à  íâ®© å®à¤ë (¥á«¨ ®ªàã¦®áâì ¨ â®çª  A § ä¨ªá¨à®¢ ë).

¡) �   ®ªàã¦®áâì ¨ â®çª  A ¢¥ ¥¥. �¥à¥§ A ¯à®¢¥¤¥  ¯àï¬ ï, ¯¥à¥á¥ª îé ï ®ªàã¦®áâì ¢ â®çª å X

¨ Y . �®ª ¦¨â¥, çâ® ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ AX � AY ¥ § ¢¨á¨â ®â ¢ë¡®à  ¯àï¬®© ¨ à ¢® ª¢ ¤à âã ¤«¨ë ª á â¥«ì®©,

¯à®¢¥¤¥®© ª ®ªàã¦®áâ¨ ¨§ A.

�¯à¥¤¥«¥¨¥. �â¥¯¥ì â®çª¨ A ®â®á¨â¥«ì® ®ªàã¦®áâ¨ S { íâ® ¢¥«¨ç¨ , ®¯à¥¤¥«ï¥¬ ï á«¥¤ãîé¨¬

®¡à §®¬: ¥á«¨ A «¥¦¨â ¢¥ S, â® áâ¥¯¥ì à ¢  AX �AY , £¤¥ XY { ¯à®¨§¢®«ì ï á¥ªãé ï, ¯à®å®¤ïé ï ç¥à¥§ A;

¥á«¨ A «¥¦¨â ¢ãâà¨ S, â® áâ¥¯¥ì ®âà¨æ â¥«ì  ¨ à ¢  �AX �AY , £¤¥ XY { ¯à®¨§¢®«ì ï å®à¤ , ¯à®å®¤ïé ï

ç¥à¥§ A; ¥á«¨ ¦¥ A «¥¦¨â   S, â® áâ¥¯¥ì à ¢  0.

68.  ) �®ª ¦¨â¥, çâ® áâ¥¯¥ì â®çª¨ A ®â®á¨â¥«ì® ®ªàã¦®áâ¨ à ¢  d2 � r
2, £¤¥ r { à ¤¨ãá ®ªàã¦®áâ¨, d

{ à ááâ®ï¨¥ ®â ¥¥ æ¥âà  ¤® A.

¡) � ë ¤¢¥ ®ªàã¦®áâ¨ S1 ¨ S2 á à §ë¬¨ æ¥âà ¬¨. �®ª ¦¨â¥, çâ® £¥®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ¬¥áâ® â®ç¥ª X, â -

ª¨å, çâ® áâ¥¯¥ì X ®â®á¨â¥«ì® S1 à ¢  áâ¥¯¥¨ X ®â®á¨â¥«ì® S2 { íâ® ¯àï¬ ï, ¯¥à¯¥¤¨ªã«ïà ï ®âà¥§ªã,

á®¥¤¨ïîé¥¬ã æ¥âàë ®ªàã¦®áâ¥©.

69. �¯¨á  ï ®ªàã¦®áâì âà¥ã£®«ì¨ª  ABC ª á ¥âáï áâ®à® AB;BC;AC ¢ â®çª å C1; A1; B1 á®®â¢¥âáâ¢¥-

®. �®ª ¦¨â¥, çâ® ®âà¥§ª¨ AA1; BB1; CC1 ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ ®¤®© â®çª¥.

70. � ¢ë¯ãª«®¬ n-ã£®«ì¨ª¥ ¯à®¢¥¤¥ë ¢á¥ ¤¨ £® «¨, ¯à¨ç¥¬ ¨ª ª¨¥ âà¨ ¥ ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ ®¤®© â®çª¥.

� ©¤¨â¥

 ) ª®«¨ç¥áâ¢® â®ç¥ª ¯¥à¥á¥ç¥¨ï ¤¨ £® «¥©;

¡) ª®«¨ç¥áâ¢® ç áâ¥©,   ª®â®àë¥ à §¡¨â n-ã£®«ì¨ª.

71. � à®â¥ ¨§ 109 á®«¤ â ª ¦¤ë© ¤¥ì âà®¥ ¢ëå®¤ïâ ¢  àï¤. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¬®¦® á®áâ ¢¨âì â ª®© £à ä¨ª

 àï¤®¢, çâ® ç¥à¥§ ¥ª®â®à®¥ ¢à¥¬ï «î¡ë¥ ¤¢  á®«¤ â  ¯®¡ë¢ îâ ¢¬¥áâ¥ à®¢® ¢ âà¥å  àï¤ å.

72. �®ª ¦¨â¥, çâ®

 ) ¤«ï «î¡®£® ¯à®áâ®£® p ç¨á«  C1
p
; : : : ; C

p�1
p

¤¥«ïâáï   p;

¡) ¤«ï «î¡ëå  âãà «ìëå a; b (a+ b)p � (ap + b
p) (mod p);

¢) ¤®ª ¦¨â¥ ¬ «ãî â¥®à¥¬ã �¥à¬  ¨¤ãªæ¨¥© ¯® a:

73. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¯à¨ «î¡ëå  âãà «ìëå a; n ç¨á«® a2n+1 + (a� 1)n+2 ¤¥«¨âáï   a2 � a+ 1:

� â¥¬ â¨ç¥áª¨© ¡®©, 19  ¢£ãáâ  2008 £.

1. � å¬ â ï ä¨£ãà  ¯®«ãä¥à§ì å®¤¨â ¨ ¡ì¥â   «î¡®¥ ç¨á«® ª«¥â®ª ¯® ¢¥àâ¨ª «¨, £®à¨§®â «¨ ¨ ¤¨ £® «¨,

® ¥ «î¡®©, ª ª ®¡ëçë© ä¥à§ì,   â®«ìª® ¯ à ««¥«ì® â®©, ª®â®à ï ¨¤¥â á«¥¢ -á¨§ã ¢¯à ¢®-¢¢¥àå. �à¥¡ã¥âáï



¯®áâ ¢¨âì   ¤®áªã 50 � 50 ¥áª®«ìª® ¯®«ãä¥à§¥© â ª, çâ®¡ë ®¨ ¡¨«¨ ¢á¥ ¥§ ïâë¥ ª«¥âª¨ ¤®áª¨. � ª¨¬

 ¨¬¥ìè¨¬ ç¨á«®¬ ¯®«ãä¥à§¥© ¬®¦® ®¡®©â¨áì?

2. � ë  âãà «ìë¥ ç¨á«  a ¨ b, ¡®«ìè¨¥ 1. �®ª ¦¨â¥, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â «¨èì ª®¥ç®¥ ª®«¨ç¥áâ¢® â ª¨å

 âãà «ìëå ç¨á¥« k, çâ® ka + a ¤¥«¨âáï   k + b.

3. �  ¯àï¬®© ®â¬¥ç¥® 100 à §«¨çëå â®ç¥ª. � ááâ®ï¨¥ ¬¥¦¤ã ªà ©¨¬¨ à ¢® 1. � áá¬ âà¨¢ îâáï ¢á¥-

¢®§¬®¦ë¥ ®âà¥§ª¨ á ª®æ ¬¨ ¢ ®â¬¥ç¥ëå â®çª å. � ª®¥  ¨¡®«ìè¥¥ ç¨á«® ¨§ ¨å ¬®¦¥â ¡ëâì ¤«¨¥¥ 0,1?

4. � áâà ¥ 1000 £®à®¤®¢ ¨ ¯¥à¢® ç «ì® ¥â ¨ ®¤®© ¤®à®£¨. �¢¥ áâà®¨â¥«ìë¥ ª®¬¯ ¨¨ áâà®ïâ ¤®à®£¨ ¯®

®ç¥à¥¤¨. �  ®¤¨ å®¤ ¯¥à¢ ï ª®¬¯ ¨ï ¬®¦¥â ¯®áâà®¨âì 1 ¤®à®£ã á ®¤®áâ®à®¨¬ ¤¢¨¦¥¨¥¬,   ¢â®à ï ª®¬¯ ¨ï

| 2 ¤®à®£¨. (�î¡ ï ¤®à®£  á®¥¤¨ï¥â ¤¢  £®à®¤  ¢ ®¤®¬ ¨§  ¯à ¢«¥¨©. �¥¦¤ã ¤¢ã¬ï £®à®¤ ¬¨ ¥«ì§ï

¯à®¢®¤¨âì ¤¢¥ ¤®à®£¨ ¢ ®¤®¬  ¯à ¢«¥¨¨, ® ¬®¦® ¯à®¢¥áâ¨ ¤¢¥ ¤®à®£¨ à §®£®  ¯à ¢«¥¨ï.) �ë¨£àë¢ ¥â

ª®¬¯ ¨ï, ¯®á«¥ å®¤  ª®â®à®© ¨§ «î¡®£® £®à®¤  ¬®¦® ¡ã¤¥â ¯à®¥å âì ¢ «î¡®© ¤àã£®©. � ª ï ¨§ ¤¢ãå ª®¬¯ ¨©

á¬®¦¥â ®¡¥á¯¥ç¨âì á¥¡¥ ¯®¡¥¤ã?

5. �  ¯«®áª®áâ¨ ¤ ® áâ® ®¤¨ ª®¢ëå ªàã£®¢, ®ªàã¦®áâ¨ ª®â®àëå ¨¬¥îâ ®¡éãî â®çªã. �®ª ¦¨â¥, çâ®

¬®¦® ¢ë¡à âì ¯ïâì ¨§ íâ¨å ªàã£®¢, ª®â®àë¥ ¯®ªàë¢ îâ æ¥âàë ¢á¥å áâ  ªàã£®¢. (�àã£ ¯®ªàë¢ ¥â ¢á¥ â®çª¨

¢ãâà¨ á¥¡ï ¨   á¢®¥© £à ¨æ¥.)

6. �®«®¦¨â¥«ì®¥ ç¨á«®   â ª®¢®, çâ® a4 = a+ 1. �®ª ¦¨â¥, çâ® a10 < a+ 7.

7. � ®  âãà «ì®¥ n > 2. � áá¬®âà¨¬ ¢á¥ ¯ àë ¢§ ¨¬® ¯à®áâëå  âãà «ìëå ç¨á¥« a ¨ b, ¤«ï ª®â®àëå

¢ë¯®«ï¥âáï ãá«®¢¨¥ a < b 6 n < a+ b. �®ª ¦¨â¥, çâ® áã¬¬  ç¨á¥« 1
ab
, ¢§ïâ ï ¯® ¢á¥¬ â ª¨¬ ¯ à ¬, à ¢  1

2
.

8. �  ¤¢ãå £®à¨§®â «ìëå ¯ à ««¥«ìëå ¯àï¬ëå ¢ë¡à ë ¯® 180 â®ç¥ª: A1; A2; : : : ; A180 ¨ B1; B2; : : : ; B180

á®®â¢¥âáâ¢¥® (â®çª¨ ã¬¥àãîâáï á«¥¢   ¯à ¢®). �à¨ íâ®¬ 1 = A1A2 = A2A3 = : : : = A179A180 ¨ 2 = B1B2 =

B2B3 = : : : = B179B180. �®ª ¦¨â¥ ¥à ¢¥áâ¢®

180� > \A1B1A2 + \A2B2A3 +\A3B3A4 + : : :+ \A179B179A180:

�®¡ ¢ª  11, § ¤ ç¨ á ¬ â¡®ï

74. � å¬ â ï ä¨£ãà  ¯®«ãä¥à§ì å®¤¨â ¨ ¡ì¥â   «î¡®¥ ç¨á«® ª«¥â®ª ¯® ¢¥àâ¨ª «¨, £®à¨§®â «¨ ¨ ¤¨ £® «¨,

® ¥ «î¡®©, ª ª ®¡ëçë© ä¥à§ì,   â®«ìª® ¯ à ««¥«ì® â®©, ª®â®à ï ¨¤¥â á«¥¢ -á¨§ã ¢¯à ¢®-¢¢¥àå. �à¥¡ã¥âáï

¯®áâ ¢¨âì   ¤®áªã 50 � 50 ¥áª®«ìª® ¯®«ãä¥à§¥© â ª, çâ®¡ë ®¨ ¡¨«¨ ¢á¥ ¥§ ïâë¥ ª«¥âª¨ ¤®áª¨. � ª¨¬

 ¨¬¥ìè¨¬ ç¨á«®¬ ¯®«ãä¥à§¥© ¬®¦® ®¡®©â¨áì?

75. � ë  âãà «ìë¥ ç¨á«  a ¨ b, ¡®«ìè¨¥ 1. �®ª ¦¨â¥, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â «¨èì ª®¥ç®¥ ª®«¨ç¥áâ¢® â ª¨å

 âãà «ìëå ç¨á¥« k, çâ® ka + a ¤¥«¨âáï   k + b.

76. � áâà ¥ 1000 £®à®¤®¢ ¨ ¯¥à¢® ç «ì® ¥â ¨ ®¤®© ¤®à®£¨. �¢¥ áâà®¨â¥«ìë¥ ª®¬¯ ¨¨ áâà®ïâ ¤®à®£¨ ¯®

®ç¥à¥¤¨. �  ®¤¨ å®¤ ¯¥à¢ ï ª®¬¯ ¨ï ¬®¦¥â ¯®áâà®¨âì 1 ¤®à®£ã á ®¤®áâ®à®¨¬ ¤¢¨¦¥¨¥¬,   ¢â®à ï ª®¬¯ ¨ï {

2 ¤®à®£¨. (�î¡ ï ¤®à®£  á®¥¤¨ï¥â ¤¢  £®à®¤  ¢ ®¤®¬ ¨§  ¯à ¢«¥¨©. �¥¦¤ã ¤¢ã¬ï £®à®¤ ¬¨ ¥«ì§ï ¯à®¢®¤¨âì

¤¢¥ ¤®à®£¨ ¢ ®¤®¬  ¯à ¢«¥¨¨, ® ¬®¦® ¯à®¢¥áâ¨ ¤¢¥ ¤®à®£¨ à §®£®  ¯à ¢«¥¨ï.) �ë¨£àë¢ ¥â ª®¬¯ ¨ï,

¯®á«¥ å®¤  ª®â®à®© ¨§ «î¡®£® £®à®¤  ¬®¦® ¡ã¤¥â ¯à®¥å âì ¢ «î¡®© ¤àã£®©. � ª ï ¨§ ¤¢ãå ª®¬¯ ¨© á¬®¦¥â

®¡¥á¯¥ç¨âì á¥¡¥ ¯®¡¥¤ã?
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77. � ®ªàã¦®áâï¬ S1 ¨ S2 ¯à®¢¥¤¥ë ¤¢¥ ®¡é¨¥ ¢¥è¨¥ ª á â¥«ìë¥ `1 ¨ `2, ¯à¨ç¥¬ `1 ª á ¥âáï S1 ¢ â®çª¥

A,   `2 ª á ¥âáï S2 ¢ â®çª¥ B. �®ª ¦¨â¥, çâ® S1 ¨ S2 ¢ëá¥ª îâ   ¯àï¬®© AB à ¢ë¥ å®à¤ë.

78. � ®áâà®ã£®«ì®¬ âà¥ã£®«ì¨ª¥ ABC ¯à®¢¥¤¥ë ¢ëá®âë AA1 ¨ CC1. �  ¢ëá®â¥ AA1 ¢ë¡à   â®çª  D

â ª ï, çâ® A1D = C1D. �®çª  E { á¥à¥¤¨  áâ®à®ë AC. �®ª ¦¨â¥, çâ® â®çª¨ A;C1; D ¨ E «¥¦ â   ®¤®©

®ªàã¦®áâ¨.

79. �ãáâì m ¨ n {  âãà «ìë¥ ç¨á« . �®ª ¦¨â¥, çâ® m+n
p
mnnm 6 m+n

2
.

80. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¤«ï «î¡ëå ¯®«®¦¨â¥«ìëå ç¨á¥« a; b; c; d ¢¥à® ¥à ¢¥áâ¢®

a

b+ c
+

b

c+ d
+

c

d+ a
+

d

a+ b
> 2:

81. �®ª ¦¨â¥ ¤«ï ¯®«®¦¨â¥«ìëå a, b, c, d ¥à ¢¥áâ¢®

(ab+ cd)(ad+ bc)

(a + c)(b+ d)
>
p
abcd:

82. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥á«¨ (a; 561) = 1, â® a560 � 1
... 561.

83. �áâì ®¦¥à¥«ì¥ ¨§ p ¡ãá¨®ª, £¤¥ p { ¯à®áâ®¥ ç¨á«®. �ª®«ìª® áãé¥áâ¢ã¥â ¥£® à §«¨çëå à áªà á®ª ¢ a

æ¢¥â®¢? (� áªà áª¨, ®â«¨ç îé¨¥áï ¯®¢®à®â®¬ ®¦¥à¥«ìï, áç¨â îâáï ®¤¨ ª®¢ë¬¨.)

84. �«ï «î¡ëå  âãà «ìëå n ¨ a > 1 ¤®ª ¦¨â¥, çâ® �(an � 1)
... n.
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85. �  áâ®à® å BC ¨ AC âà¥ã£®«ì¨ª  ABC ¢§ïâë â®çª¨ A1 ¨ B1; ` { ¯àï¬ ï, ¯à®å®¤ïé ï ç¥à¥§ ®¡é¨¥

â®çª¨ ®ªàã¦®áâ¥© á ¤¨ ¬¥âà ¬¨ AA1 ¨ BB1. �®ª ¦¨â¥, çâ®

 ) ¯àï¬ ï ` ¯à®å®¤¨â ç¥à¥§ â®çªã ¯¥à¥á¥ç¥¨ï ¢ëá®â âà¥ã£®«ì¨ª  ABC;

¡) ¯àï¬ ï ` â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤  ¯à®å®¤¨â ç¥à¥§ â®çªã C, ª®£¤  AB1 : AC = BA1 : BC.

86. �ãáâì P { á¥à¥¤¨  áâ®à®ë AB ¢ë¯ãª«®£® ç¥âëà¥åã£®«ì¨ª  ABCD. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥á«¨ ¯«®è ¤ì

âà¥ã£®«ì¨ª  PCD à ¢  ¯®«®¢¨¥ ¯«®é ¤¨ ç¥âëàåã£®«ì¨ª  ABCD, â® BCjjAD.



87. � áâà ¥ 100 £®à®¤®¢, «î¡ë¥ ¤¢  ¨§ ª®â®àëå á®¥¤¨¥ë ¤®à®£®©. �®«®¢¥©-� §¡®©¨ª á® á¢®¨¬¨ á®«®-

¢ìïâ ¬¨ ¯¥à¥ªàë« 98 ¤®à®£. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¯®á«¥ íâ®£® ¢á¥ à ¢® ¬®¦® ¯à®¥å âì ¨§ «î¡®£® £®à®¤  ¢ «î¡®©

¤àã£®©.

88. � áâà ¥ ª ¦¤ë¥ ¤¢  £®à®¤  á®¥¤¨¥ë ¤®à®£®© á ®¤®áâ®à®¨¬ ¤¢¨¦¥¨¥¬.

 ) �®ª ¦¨â¥, çâ® ¬®¦® ¯à®¥å âì ¯® ¢á¥¬ £®à®¤ ¬, ¯®¡ë¢ ¢ ¢ ª ¦¤®¬ £®à®¤¥ à®¢® ¯® ®¤®¬ã à §ã.

¡) �®ª ¦¨â¥, çâ® ¥áâì £®à®¤, ¨§ ª®â®à®£® ¬®¦® ¤®¥å âì ¤® «î¡®£® ¤àã£®£®, § ¥§¦ ï ¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ ¢ ®¤¨

¯à®¬¥¦ãâ®çë© £®à®¤.

89. �â¥¯¥ì «î¡®© ¢¥àè¨ë £à ä  ¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â d. �®ª ¦¨â¥, çâ®  ) ¥£® ¢¥àè¨ë ¬®¦® à áªà á¨âì ¢

d+ 1 æ¢¥â â ª, çâ®¡ë ¨ª ª¨¥ ¤¢¥ ¢¥àè¨ë ®¤®£® æ¢¥â  ¥ ¡ë«¨ á®¥¤¨¥ë à¥¡à®¬;

¡) ¥£® ¢¥àè¨ë ¬®¦® ¯®ªà á¨âì ¢ d2 � d + 1 æ¢¥â®¢ â ª, çâ®¡ë ã «î¡®© ¢¥àè¨ë ¢á¥ á®á¥¤¨ ¡ë«¨ à §®£®

æ¢¥â .

90. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¤«ï «î¡®£® n áãé¥áâ¢ãîâ n  âãà «ìëå ç¨á¥« ¯®¤àï¤, ª ¦¤®¥ ¨§ ª®â®àëå  ) á®áâ ¢®¥;

¡) ¤¥«¨âáï   ª¢ ¤à â ª ª®£®-â® ¯à®áâ®£® ç¨á« .

91. �ãáâì p { ¯à®áâ®¥ ç¨á«®. �  ®ªàã¦®áâ¨ ®â¬¥ç¥ë p â®ç¥ª, à §¡¨¢ îé¨å ¥¥   à ¢ë¥ ¤ã£¨. �ª®«ìª¨¬¨

á¯®á®¡ ¬¨ ¬®¦® ¯à®¢¥áâ¨ § ¬ªãâãî ®à¨¥â¨à®¢ ãî p�§¢¥ãî «®¬ ãî á ª®æ ¬¨ ¢ ®â¬¥ç¥ëå â®çª å?

(�®¬ ë¥, á®¢¬¥é îé¨¥áï ¯®¢®à®â ¬¨, áç¨â îâáï ®¤¨ ª®¢ë¬¨.)

92. �®ª ¦¨â¥, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â ¡¥áª®¥ç® ¬®£® ¯à®áâëå ç¨á¥« ¢¨¤   ) 4k + 3; ¡) 4k + 1, £¤¥ k { æ¥«®¥.
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93. �ãâà¨ ¢ë¯ãª«®£® ¬®£®ã£®«ì¨ª  à á¯®«®¦¥® ¥áª®«ìª® ¯®¯ à® ¥¯¥à¥á¥ª îé¨åáï ªàã£®¢ à §«¨çëå

à ¤¨ãá®¢. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¬®£®ã£®«ì¨ª ¬®¦® à §à¥§ âì   ¬ «¥ìª¨¥ ¬®£®ã£®«ì¨ª¨ â ª, çâ®¡ë ¢á¥ ®¨ ¡ë«¨

¢ë¯ãª«ë¬¨ ¨ ¢ ª ¦¤®¬ ¨§ ¨å á®¤¥à¦ «áï à®¢® ®¤¨ ¨§ ¤ ëå ªàã£®¢.

94. �  ¯«®áª®áâ¨ ¤ ë 25 â®ç¥ª ®¡é¥£® ¯®«®¦¥¨ï (íâ® ®§ ç ¥â, çâ® ¨ª ª¨¥ âà¨ â®çª¨ ¥ «¥¦ â   ®¤®©

¯àï¬®©). �®ª ¦¨â¥, çâ®  ) ¬®¦® ¯à®¢¥áâ¨ ¯àï¬ãî â ª, çâ®¡ë ®  ¯à®å®¤¨«  ç¥à¥§ ®¤ã ¨§ ¤ ëå â®ç¥ª, ¨ ¯®

ª ¦¤ãî áâ®à®ã ®â ¥¥ «¥¦ «® à®¢® 12 â®ç¥ª; ¡) â ªãî ¯àï¬ãî ¬®¦® ¯à®¢¥áâ¨ ç¥à¥§ «î¡ãî ¨§ ¤ ëå â®ç¥ª.

95. �  ¯« ¥â¥ 10000 £®à®¤®¢, áà¥¤¨ ª®â®àëå ¥áâì áâ®«¨æë £®áã¤ àáâ¢. �¥ª®â®àë¥ £®à®¤  á¢ï§ ë ¤®à®£ ¬¨

â ª, çâ® «î¡ ï ¤®à®£  á®¥¤¨ï¥â à®¢® ¤¢  £®à®¤ , ¨ ®â «î¡®£® £®à®¤  ¤® «î¡®£® ¤àã£®£® ¬®¦® ¤®¡à âìáï ¯®

¤®à®£ ¬. �à¨ íâ®¬, çâ®¡ë ¯®¯ áâì ¨§ ®¤®© áâ®«¨æë ¢ ¤àã£ãî, ã¦® ¯à®¥å âì ¥ ¬¥¥¥ 200 ¤®à®£. �®ª ¦¨â¥,

çâ®   ¯« ¥â¥ ¬¥ìè¥ 100 áâ®«¨æ.

96. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¤«ï «î¡ëå  âãà «ìëå n ¨ k ¢¥à® (n+ 1) � (n+ 2) � : : : � (n+ k)
... k!:

97.  ) �«ï  âãà «ìëå a ¨ n à áá¬®âà¨¬ ®áâ âª¨ ç¨á¥« 0; a; 2a; : : :; [
p
n]a ®â ¤¥«¥¨ï   n. �®ª ¦¨â¥, çâ®

áà¥¤¨ ¨å «¨¡®  ©¤ãâáï ¤¢  ®áâ âª , ®âáâ®ïé¨å ¤àã£ ®â ¤àã£  ¥ ¡®«¥¥, ç¥¬  
p
n, «¨¡® ®áâ â®ª, ¥ ¬¥ìè¨©,

ç¥¬ n �p
n.

¡) (�¥¬¬  �ãí.) �ãáâì n > 1 {  âãà «ì®¥ ç¨á«®, a { æ¥«®¥ ç¨á«®, ¢§ ¨¬® ¯à®áâ®¥ á n. �®ª ¦¨â¥, çâ®

áãé¥áâ¢ãîâ â ª¨¥  âãà «ìë¥ x 6
p
n ¨ y 6

p
n, çâ® ay � �x (mod n):

¢) (�®¦¤¥áâ¢¥áª ï â¥®à¥¬  �¥à¬ .) �®ª ¦¨â¥, çâ® «î¡®¥ ¯à®áâ®¥ ç¨á«® ¢¨¤  p = 4k + 1 ¯à¥¤áâ ¢¨¬® ¢

¢¨¤¥ áã¬¬ë ¤¢ãå ª¢ ¤à â®¢ æ¥«ëå ç¨á¥«.
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98. �«ï ª ¦¤®© ¢¥àè¨ë ¢ë¯ãª«®£® ç¥âëà¥åã£®«ì¨ª   è«¨ áã¬¬ã à ááâ®ï¨© ¤® ¤¢ãå áâ®à®, ¯à¨¬ëª î-

é¨å ª ¯à®â¨¢®¯®«®¦®© ¢¥àè¨¥ (¯®¤ à ááâ®ï¨¥¬ ¤® áâ®à®ë ¯®¨¬ ¥âáï à ááâ®ï¨¥ ¤® á®¤¥à¦ é¥© ¥¥ ¯àï¬®©).

�ª § «®áì, çâ® ¢á¥ ç¥âëà¥ ¯®«ãç¥ë¥ áã¬¬ë à ¢ë. �®ª ¦¨â¥, çâ® ç¥âëà¥åã£®«ì¨ª { ¯ à ««¥«®£à ¬¬.

99. �®ª ¦¨â¥, çâ® ®á®¢ ¨ï ¢¥è¨å ¡¨áá¥ªâà¨á ¥à ¢®¡¥¤à¥®£® âà¥ã£®«ì¨ª  «¥¦ â   ®¤®© ¯àï¬®©.

�¥à ¢¥áâ¢® �¥àã««¨. �ãáâì x > �1. �®£¤  ¯à¨ a > 1 ¨ ¯à¨ a < 0 ¢ë¯®«¥® ¥à ¢¥áâ¢® (1+x)a > 1+ax,

  ¯à¨ 0 < a < 1 ¢ë¯®«¥® (1 + x)a 6 1 + ax. (� ¯®¬¨ ¨¥: ¥á«¨ m { æ¥«®¥ ç¨á«®, ¥ à ¢®¥ 0, n {  âãà «ì®¥

ç¨á«® ¨ k > 0, â® k
m

n ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ª ª
n

p
km.)

100. �®ª ¦¨â¥ ¥à ¢¥áâ¢® �¥àã««¨ ¢ á«ãç ¥

 ) x > 0, a 2 N;
x { ¯à®¨§¢®«ì®¥ ç¨á«®, ¡®«ìè¥¥ �1, ¨
¡) a 2 N;
¢) a 2Z;
£) a = m

n
, m;n 2 N, m < n;

¤) a = m

n
, m;n 2 N, m > n;

¥) a = m

n
, m 2Z; n 2 N.

101. �  âà¥ã£®«ì¨ª ABC. M { á¥à¥¤¨  BC, K { â®çª  ¯¥à¥á¥ç¥¨ï ª á â¥«ìëå ª ®¯¨á ®© ®ªàã¦®áâ¨

âà¥ã£®«ì¨ª  ¢ â®çª å B ¨ C. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¯àï¬ë¥ AK ¨ AM á¨¬¬¥âà¨çë ®â®á¨â¥«ì® ¡¨áá¥ªâà¨áë ã£«  A.

102. � ¯àï¬®ã£®«ì®© â ¡«¨æ¥ áâ®ïâ  âãà «ìë¥ ç¨á« . � §à¥è ¥âáï ¢ëç¨â âì ¯® 1 ¨§ ¢á¥å ç¨á¥« «î¡®£®

áâ®«¡æ  ¨«¨ ã¬®¦ âì   2 ¢á¥ ç¨á«  «î¡®© áâà®ª¨. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¬®¦® ¯®«ãç¨âì â ¡«¨æã ¨§ ®¤¨å ã«¥©.

103.  ) �ãáâì p { ¯à®áâ®¥ ç¨á«®, p > 3. � ª®© ®áâ â®ª ¯® ¬®¤ã«î p ¤ ¥â áã¬¬  ¢á¥å ª¢ ¤à â¨çëå ¢ëç¥â®¢

¯® ¬®¤ã«î p?

¡) �ãáâì p { ¯à®áâ®¥ ç¨á«®. � ª®© ®áâ â®ª ¯® ¬®¤ã«î p ¤ ¥â ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¢á¥å ª¢ ¤à â¨çëå ¢ëç¥â®¢ ¯®

¬®¤ã«î p?


